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ASIMOV - MATEMATICA PARA EL CBC - PARTE1 -

Hola. Ante todo... Bienvenido a la Universidad de Buenos Aires.
Bienv enido al CBC. Este libro es una especie de tedrico que tiene
todo lo que se da en la materia matematica del CBC. En realidad
mas que un tedrico vendria a ser " la carpeta completa ". Digo esto
porque basicamente este libro tiene todo lo que se da en clase y de
la misma manera que ellos lo dan.

Mi idea es que este resumen te pueda servir si te perdiste alguna
clase, si no entendiste bien algun tema o si te toc6 un docente malo-
malo. También creo que este libro puede facilitarle un poco la vida a
los chicos del interior, que a veces tienen que estudiar la materia sin
venir a las clases. Y me parece que a los que mas les va a servir
este libro es a la gente que esta preparando el final o el libre.

Ahora, una cosa... Vos sabés que hoy en dia el secundario no es
muy bueno que digamos. Mucho no te explican. Por eso cuando uno
llega al CBC... ; que pasa ? Rta: Pasa que uno no entiende nada.
Da la impresion de que uno es un tonto, pero en realidad el asunto
es que nadie nunca te explicé nada. Nadie te ensefi6 a pensar. Nadie



te ensefi¢ a razonar.
¢, Este es tu caso ? No desesperéis ! Aqui estoy para ay udarte !

Ojo con esto: No hice escribi esto para expertos en matematica. No
busques aca rigurosidad, demostraciones raras o cosas por el estilo.
Este no es un libro para docentes. Este es un libro para alumnos.
Més concretamente, es un libro para el alumno que existe en la
realidad-real (o sea, vos).

Dejame darte unas recomendaciones para cursar la materia

* No hay manera de estudiar matematica a ultimo momento. Tenés
que llevar la materia al dia e ir haciendo los ejercicios de la guia.
Consulta los resultados con otros chicos o verificalos con los
ejercicios resueltos que saqué yo.

* Trata de no faltar a las clases. Si en tu aula no explican bien,
cambiate a otra. ( No digas que te lo dije yo porque se enojan )

* Atento. Leer sdlo teoria no sirve. Ellos te van a tomar ejercicios.
Tenés que saber resolv er ejercicios. Conclusién, antes del examen
busca parciales viejos y resolvelos. Tenés algunos para temas de
examenes bajar de mi pagina:

www.asimov.com.ar

También saqué un apunte con parciales resueltos de afio pasado. (
No estan para bajar. Estan impresos en papel ).

Por ultimo: si te llega a ir mal o tenés que recursar... Bueno, no es
terrible, che. Siempre viene bien saber matematica. Hacela de
nuevo y sacate mil.

Ultima cosa: Por favor, si ves errores o pensas que hay cosas que
estan mal en este libro, avisame. Entra a la pagina, mandame un
mail y lo corrijo. Suerte en el examen !
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ECURCION CUADRATLCA

ForMuLs PARA RETOLVER.
UNR ECURCON CURDRATIA

PASAR DE TERMINO - DESPEJAR - SUMA DE FRACCIONES
FACTOREO - SACAR FACTOR COMUN - ECUACION DE LA
RECTA

- UNAECUACION CON UNAINCOGNITA - ECUACION DE UNA
PARABOLA - ECUACION CUADRATICA - SOLUCION DE UNA
ECUACION CUADRATICA - SISTEMAS DE 2 ECUACIONES CON
DOS INCOGNITAS — SOLUCION DE UN SISTEMA DE 2 x 2

MATEMATICA CERO

Cosas de matematica que hay que saber para entender
matematica

Hola. Para entender matematica hay que saber algo de matematica.
Es asi. Si vos sabés bien la matematica del secundario, deja este
parte de lado. Empeza directamente donde dice " Funciones ". Si vos
sabés que la matematica no te resulta facil, lee lo que yo pongo
aca. Hacete todos los ejercicios. Hacele preguntas a todos los

ay udantes que para eso estan. Yo sé que nunca nadie te ensefo
nada y ahora te exigen que sepas todo de golpe. Qué le vas a hacer.
Asi es la cosa. Bienvenido a la UBA.

Ahora, ojo, todos los temas que pongo aca son cosas QUE VAN A
APARECER MIENTRAS CURSES LAMATERIANO es que estoy
poniendo temas descolgados que nunca vas a usar. Todo,
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absolutamente todo lo que figura va a aparecer y vas a tener que
usarlo. Pero: o ;aAlegrial

Vas a ver que no es tan dificil ! Empecemos
PASAR DE TERMINO - DESPEJAR VER

En fisica todo el tiempo hay que andar despejando y pasando de
término. Tenés que saber esto a la perfeccion. No es dificil. Soélo
tenés que recordar las siguientes reglas:

1 - Lo que esta sumando pasa restando

2 - Lo que esté restando pasa sumando

3 — Lo que esta multiplicando pasa dividiendo
4 - Lo que esta dividiendo pasa multiplicando
5 - Lo que esta comozpasa como raiz

6 - Lo que esta como raiz pasa como?
Reglas para pasar de término

Estas reglas se usan para despejar una incégnita de una ecuacion.
Despejar x significa hacer que esta letra incognita x quede sola a un
lado del signo igual. ( Es decir que a la larga me va a tener que
quedar x = tanto ).

Veamos: Usando las reglas de pasaje de términos despejar X de las
siguientes ecuaciones:

1)2=5-X

X estd restando, la paso al otro lado sumando: 2 + X=15 El 2 esta
sumando, lo paso al otro lado restando: X=5 -2

Por lo tanto==3 - Solucion. 83) 4 =

X esta dividiendo, la paso al otro lado multiplicando: 4 . X =8 g El
cuatro esta multiplicando, lo paso al otro miembro dividiendo: X 4
Es decir: x=2 «Solucién.

3)x¥= 25

La x esta al cuadrado. Este cuadrado pasa al otro lado como raiz: X=
25

Por lo tanto= x=5 —Solucion.

( En realidad la solucién seria + 50 -5 . Eso lo vamos a ver
después )

Resolv ete ahora estos ejercicios. En todos hay que despejar X:
1)x+5=8Rta:x=3



2)x+5=4Rta: x =-1

3)-x-4=-TRta:x=3

2= gRta: x =4)y>

5)

2-10Rta: x =15x 25

62=TRta:x=-5545

7)-T=4-x?Rta: x =11 18) (y-2 =4 Rta: x4=2,5y xp=1,5
9

1

(x-2) @ Rta: x =1 +2,_ ; SUMA DE FRACCIONES

Para sumar por ejemplo +2 o que hago es o siguiente:s 4

Abajo de la raya de fraccion va a ir el minimo comun multiplo. Esto
quiere decir el nimero mas chico que puede ser dividido por 2 y por
4 ( Ese numero seria 4 ). El minimo comUn multiplo a veces es
dificil de calcular, por eso directamente multiplico los dos n° de abajo

y chau. En este caso 2X4 da 8, de manera que en princi

pio el asunto quedaria asi:

8

Para saber lo que va arriba de la raya de fraccion uso el siguiente
procedimiento:

I —

3
1* g

< w

gste 8 Tdwidido por 2l 2 M da Y. phera lo meulbiplico por
L5623 M lo pengo aca’
/

12
8

Haciendo el mismo procedimiento con el 4 de la segunda fraccion

me queda:

3.5
Tt

3+ 5212+10
248

Es decir:
3+ 5-22
248



Simplificando por dos:
3451 —Resultadoz 4 4

Comproba este asunto con algunas fracciones a ver si aprendiste el
método:

1"+ Rta: 122

2)

T+'Rta:3244

3)1+

"Rta:322

4)

T42Rta:?

2365)

244 Rta: 23515
6)
" 5Rta #3721

7)1+1Rta:b+aabab

8) @, Rta:ad+b.chgpd

DISTRIBUTIVA

Suponé que tengo que resolver esta cuenta: 2 (3 +5) =X Se
puede sumar primero lo que esta entre paréntesis , y en ese caso
me quedaria:

2(8)=X= 16 = X«Solucion.

Pero también se puede resolv er haciendo distributiva. ( "Distributiv al
significa, distribuir el nUmero que multiplica ). Eso seria hacer lo
siguiente:
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Practicalo un poco con estos ejemplos:
1)3(4+5)Rta: 27
2)3(4-5)Rta: -3
3)a(b+c)Rta:ab+ac
4)a(b+c+d)Rta:ab+ac +ad

5)a(mq+my)Rta:amq+amy
SACAR FACTOR COMUN

Sacar factor comun es hacer lo contrario de hacer distributiva. Por
ejemplo si tengo la expresion: X =2-4+2:7 Me va a quedar:
X=2(4+7)« Saqué el 2 como factor comln

Aveces conviene sacar factor cominy a veces conviene hacer
distributiva. Eso depende del problema.

Ejemplo: Sacar factor comun en las expresiones:
1)F=mq@a+mpaRta: F=a(mq+my

2) X=xg+Vv t—v tgRta : X=xg+ v (t-tp)

3) Froz= im4g + UN2 Rta © p( m4g + No)
4)L=Fqdcosa-FyRta:d(Fqcos a-Fp)

ECUACION DE UNARECTA

En matematica la ecuacion de una recta tiene la formay =m x + b.
Puedo graficar la recta en un par de ejes X-Y. Queda asi:

y REPRESENTAY =m x + b CION DE UNARECTAX
hay varias que tenés que conocer en la ecuacion de una recta :

M=mX +b
VALOR DE LA PENDIENTE VaLgR DF La LUGAR Dowde WA
oondunadA ¥ DE LA RECTA COORDENADA X RZeTA CORTA AL EIE Y

Fijate lo que significa cada una de estas cosas. Veamos primero qué

15



son x e y. Si quiero representar en el plano el punto ( 3, 2 ) eso
significa que:

Ley s y 2 Es LA o0RDF
LAS COORD. 2 FhwE— / * NADA Y
0€ UN PuNTD 1 &

3 ¢S LA coomDENADA X

Veamos ahora qué es e me. La m representa lapendiente de la
recta. La palabra "pendiente" significa "inclinacion" . La pendiente de
una recta da una idea de la inclinacion que tiene esa recta. Por
ejemplo, si la pendiente vale 2/3, eso significa que la inclinacion de
la recta tendra que ser tal que:

2 Aca hayque

m=3

avanzar 2

Acéa hay que avanzar 3

Si la pendiente es 4 puedo poner al Nro 4 como? y me queda: 14
m=4

1

Tengo muchos otros casos. Si la pendiente fuera m = 1 tendria esto
( Es decir, seria una recta a 45 ° ).q

173
Sim fuera 1,73, el asunto quedaria asi:

1

Entonces, la pendiente de una recta es una funcion en donde:
La parte de arriba indica lo que hay que avanzar 7,

zenyY

1

Mia parte de abajo indica lo que hay que avanzar 11
enX

Otra cosa: si la pendiente es negativa ( como™= -7 ) pongo™="7

y

16



la cosay 11 queda:

11 Avanzar 11

Bajar 7

-7

El valor b se llama ordenada al origen y representa el lugar donde
la recta corta al eje Y. Por ejemplo, una recta asi:
_qtieneb=1

Otra recta asi_4 también tiene b = -1

Y las rectas que son asi denadas.

tienen b = 0. Es decir, salen del origen de coor; COMO SE
REPRESENTAUNARECTA?

Si tengo una ecuacion y =m x + b y quiero representaria, lo que
hago es darle valores a X y obtener los de Y. Con estos v alores
formo una tablita y los represento en un par de ejes x - y. Fijate: Si
tengo por ejemplo: y =2 x + 1

Le doy ax el valor 0 y obtengo =y =2 . 0+1=1

Ledoy axelvalor1y obtengo =y =2 .1+1=3

Le doy axelvalor— 1y obtengo =y =2. (-1)+1=-1

Puedo tomar todos los valores que quiera pero con tomar 2 alcanza.
Poniendo todo esto en una tabla me queda:

XyY=2x+10113

-1

Ahora represento los puntos (0;1)(1;3)y (-1;-1)enelplano
X - y. Uniendo los puntos tengo la recta. Fijate :

3

\ ’B:Z.X-M

o
j/ --\4 %

Si quisiera ver si la recta esta bien trazada puedo fijarme en los
valores de m y de b:

f""



Y g_//%:zx\»@b |

#) 1y

X
La recta corta al eje Y en 1, asi que esta bien. Veamos la pendiente:
y A :
AVANZO 1 G
L SuBo 2.
1 s S mz 2 (: Z)
/ 1 X - k.
1% D B

1 ‘ 3 4
La pendiente de y =2 x + 1 es m = 2, asi que el asunto verifica.
Para entender esto mejor tendrias que hacerte algunos ejercicios.
Vamos:
EJERCICIO: DADALAECUACION DE LARECTA

a) Ver cuanto valenmy b

b) Graficar la recta dandole valores de x y sacando los de y

c) Verificar en el grafico que los valores de m y b coinciden con los
de a)

1)y=xRtam=1,b=0
2)y=x-1Rta:m=1,b=-1

-1
3)y=2-xRtam=-1,b=22
2
4)y =% 1Rtam=-1b=142
2

5)y =2Rtam=0,b=22
6)y =1.000 x + 1

Rta:m =1.000,b=1
Practicamente son 90° 1



Acd van otro tipo de ejercicios que también son importantes:
* DADO EL GRAFICO, CALCULAR m, b YDAR LAECUACION DE
LARECTA

a)1Rta:m=1;b=0y=1x+022

2

b)5 Rta:m=-;b=5y =-5x+5¢¢
6
c)2Rta:m=-1;b=1y=-1x+11
-1

211X _qd)4Rtaxm=-;:b=-1y =
22

-2

PARABOLA

Una parabola es una curva asi = . Desde el punto de vista
matematico esta curva esta dada por la funcion:

Y= a x%+ b x + ¢ —Ecuacién de la parabola

Fijate que si tuviera solo el términoy =b x + ¢ tendria una recta. Al

agregarle el término con x2la recta se transforma en una parabola.
Es el término cuadratico el que me dice que es una parabola. Ellos

dicenquey =a x%+ b x + ¢ es una funcién cuadratica porque tiene
un término con x2. Una parabola podria ser por ejemplo:

Y=2x%5x+8
En este caso a seriaigual a2, b a5y c seria 8. Los términos de la
ecuacién también pueden ser negativos como en:

Y =-x%+2x -1
Acaseriaa=-1,b=2y c=-1. Aveces el segundo o tercer

término pueden faltar. ( El primero nunca puede faltar por que es el
cuadratico ). Un ejemplo en donde faltan términos seria:

Y=0,5x2—3(a=0,5,b=O,C=-3)otambién:
Y=x%3x(a=1,b=-3,¢c=0)

La ecuacion también puede estar desordenada, entonces para saber
quién es a, quién b, y quién c, tengo que ordenarla primero. Ejemplo:

=-3x-1+5x20rdenoy me queda :

19



Y=5x23x-1=a=5b=-3¢c=-1
REPRESENTACION DE UNA PARABOLA

Lo que hago es darle valores a x y sacar los valores de y. Con
todos estos valores voy armando una tabla. Una vez que tengo la
tabla, voy representando cada punto en un par de ejes x,y. Uniendo
todos los puntos, obtengo la parabola.

EJEMPLO:
e i i LA
REPRESENTAR LA Ec. Y= X%, T I
A\ 4
VALOR | VALOR ThBLA \ I
L \ ;
A 5 2
-k { |
i |
|
4 1
2 Y 33 p| >

De acuerdo a los valores de a, b y c la parabola podra dar mas
abierta, mas cerrada, mas arriba 0 mas abajo. Hay una cosa que
tenés que saber que es que :

si el término cuadratico es negativo la parabola apunta sus
ramas para abajo.

Es decir, por ejemplo, si en el ejemplo anterior en vezde Y =

x?hubiese sido Y= - x2, la cosa habria dado asi:

PARABOLA Qus APUNTA
<_ PARA ABA3O (O 2§ e)

¢ Por qué pasa esto ? Rta : Porqueaes negativo. ( En este caso a =
1)
Entonces conviene que te acuerdes siempre que:

Sien la ecuacion Y = a x% b x +c el valor de a es

20



negativ o, entonces la parabola va a dar para abajo

RECORDAR |

P

|

Dicho de otra manera:

© @

LAS PARABOLAY POSITIVAS LAS PARNBOLAS NEGATIVAS
’
ESTAN (ONTENTAS ESTAN TRISTES

¢ Y siala ecuacion cuadratica no le falta ningiin término ? Rta: No
pasa nada, el asunto es el mismo, lo Unico es que va a ser mas lio
construir la tabla por que hay que hacer mas cuentas. Fijate:

REPRESENTAR LA ECUACIN )= ‘x’-.izx-_é.

4 4
S |

R Y ‘Vl Yj‘; T
-3 3 L <

-1 |o z

1 |- M

]
3 o N\ 1
5 3 X
I i «\

Vamos a estos otros ejercicios :
Representar las siguientes parabolas y decir cuanto valen los

términos a, by c:

21



=
,bzo, 0 x

3
X : a-d
Dy 2 Ara: ol ]
- «
2). Ab__ _E R RTA-: a_——%,b.—o, =0 ; Ia‘<
q
3Y. Ny = Sy 1) arn a_.% 1bo =23
a S

- v
\ ?L_.x
“3
) »3:7);?',3,‘,3 RTA A=) be-3 co3 I‘ ;) X
L -» £
Solucién de una ecuacion cuadratica

Una ecuacion cuadratica es la ecuacion de una parabola igualada a

cero. Es decir, sienvezde tenery =a X% bx+c tengo a X% bx+
¢ =0, eso sera una ecuacion cuadratica.

Por ejemplo, son ecuaciones cuadraticas:
X¥+4=0,5X-3X+7=0,7X-3X=0

Lo que se busca son los valores de x que satisfagan la ecuacion. ;
Qué significa eso ? Significa reemplazar x por un valor que haga que
la ecuacion dé cero. Supongamos que tengo:

x2-4=0

¢ Qué valores tiene que tomar x para que x%- 4 de cero ? Bueno, a
ojo me doy cuenta que si reemplazo x por 2 la cosa anda. Fijate:

X

224 =0 (Se cumple )

¢ Habra algun otro valor? Si. Hay otro valor es x = 2. Probemos:

(2>4=4-4=0(anda)

Este método de ir probando esta muy lindo pero no sirve. ; Por qué
? Rta: Porque funciona sélo si la ecuacion es facil. Pero si te doy la
ecuacion 0,23 X2 2,17 x73,2=0... ; Como hacés ? Aca no podés ir
probando porque el asunto puede llevarte un afio entero.

Alos valores de x que hacen que toda la ecuacion de cero se los
llama raices de la ecuacion o soluciones de la ecuacion.
Entonces, la idea es encontrar una férmula que sirva para hallar las
raices de la ecuacion. Esta formula es:

22



SOLUCION DE

L +011% 1iar

UNAECUACION CUA
X - - D .‘.JD - “TA L
1,27

D
DRATICA
= W )

( La demostracion de esta ecuacion esta en los libros ). ; Como se
usa esta formula ? Mira este ejemplo:

Encontrar las raices de la ecuacion Y = x> 4 x + 3.
Enestecasoa=1;,b=-4y c =3. Planteo :
X

1.2

b b2 _sac o,

Reemplazando:
X

1:2

—(-4)t (-4)2-4-1-32-1

=
X

1:2

42161224 £422

2o X122

Ahora, para una de las soluciones uso el signo +y para la otra el

23



signo menos. La cosa queda asi:

l
X1:_"‘_§_§-- = ]x1:3

X, - 4892 = X2z
=3

Entonces x =3y x = 1 son las soluciones de la ecuacion. Podés
reemplazar estos valores en la ecuacion y ver si verifican.

Quiero decirte una cosita mas con respecto a este tema: una
ecuacion cuadratica podra tener una solucion, 2 soluciones o ninguna
solucion. ; Cémo es eso ? Fijate: ; Qué significa igualar la ecuacion
de una parabola a cero ?

Rta: Bueno, una parabola
es esto

Preguntar para qué valores de x la y da cero, significa preguntar
donde corta la Parabola al eje de las x. Es decir, que las raices de
una ecuacion cuadratica representan esto:

Soluciones de una ecuacion cuadratica Una solucién Otra
solucion

El caso de una solucion unica va a estar dado cuando la parabola
NO corta al eje de las x en dos puntos sino que lo corta en un solo
punto. Es decir, voy a tener esta situacion :

«—Caso de raiz unica.
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“ E ‘ L(:uando la ecuacion tiene una sola solucion, se

habla de raiz Gnica o de raiz doble.
La ecuacion cuadratica puede no tener solucion cuando la parabola
No corta en ningiin momento al eje de las x. Por ejemplo:

: -
‘iU « CRSo DE NO

X SoLucign

Cuando te toque una ecuacion de este tipo, te vas a dar cuenta

porque al hacer b2 -4 ac te va a quedar la raiz cuadrada de un
nimero negativo (como por

ejemplo -4 ). No hay ningin nimero que al elevarlo al cuadrado dé
negativo.

Entonces el asunto no tiene solucion.

Aca te pongo algunos ejemplos:

Encontrar las soluciones de la ecuacion usando la formula x = -b b2
-4ac 2a

( Podés verificar los resultados graficando la parabola )
1)x% 2 x -3 =0 Rta: x4= 3 ; Xo= -1

2)x2-7x+12=0Rta: x4=4 x>= 3

3)x2-2x + 1 =0 Rta: x = 1 ( Raiz doble )

4) x> 18 x + 81 Rta: x = 9 ( Raiz doble )

5) x%+ X + 1 = 0 No tiene solucion.

6) x%- x + 3 = 0 No tiene solucion. y

SISTEMAS DE 2 ECUACIONES CON 2 INCOGNITAS

Una ecuacion con una incognita es una cosa asi = x - 3 =5. Esta
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ecuacion podria ser la ecuacion de un problema del tipo: " Encontrar
un numero x tal que si le resto 3 me da 5". ;, Como se resolveria
una ecuacion de este tipo ?

Rta: Muy facil. Se despeja x y chau. Fijate :

x-3=5=>x=5+3=>x=8

¢ Qué pasa ahora si me dan una ecuacién asi ?: x +y =6.

Esto es lo que se llama una ecuacion con 2 incognitas. Asi como
estd, no se puede resolver. O sea, tendria infinitas soluciones. Por
ejemplo, algunas podrian ser:

x=6;y=06x=7;y=-1
6x=8;y=-2

Creo que ves a dénde apunto. Si trato de buscar 2 nimeros x e y tal
que la suma sea 6, voy a tener millones de soluciones. ( Bueno...
millones no... infinitas !!! ) Bueno, ahora distinta es la cosa si yo te
digo: " dame dos nuimeros cuya suma sea 6 y cuya resta sea 4"
Ahi el asunto cambia. Este problema Sltiene solucion.
Matematicamente se pone asi:

X+y=6x-y=4

Esto es lo que ellos llaman sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas. ; Coémo se resuelve esto ? Veamos.

SOLUCION DE UN SISTEMA DE 2 ECUACIONES CON 2
INCOGNITAS Hay varios métodos para resolver 2 ecuaciones con 2
incognitas. Te recuerdo los dos mas faciles. Supongamos que tengo
el sistema:

x+y=6x-y=4

METODO 1 : DESPEJAR Y REEMPLAZAR ( SUBSTITUCION ) Se
despeja una de las incognitas de la primera ecuacion y se reemplaza
en la segunda. Por ejemplo, despejo x de x +y =6. Me queda: x =6
—y. Reemplazando esta x en la segunda ecuacion. Tengo: (6 -y ) —
y =4 Ahora:

6-y-y=46-4=2y

2=2y=>y=1

Ya calculé el valor de y. Reemplazando esta Y en cualquiera de las
2 ecuaciones originales saco el valor de x. Por ejemplo, si pongoy =

1 en la 1"3de las ecuaciones:
x+1=6x=6-1
=>x=5

26



METODO 2: SUMAY RESTA

Se suman o se restan las 2 ecuaciones para que desaparezca alguna
de las incognitas. Por ejemplo:

X+y=6

X-y=4

Sumo las ecuaciones miembro a miembro y me queda: X +y +X —y
=6+4
Ahoralayseva Mequeda:2x=10=>x=5

Igual que antes, reemplazando este valor de x en cualquiera de las 2
ecuaciones originales obtengo el valor de y. Una cosa: Aca yo sumé
las ecuaciones, pero también se pueden restar. Si las hubiera
restado, el asunto hubiera sido el mismo ( se ibaairlax ).

Vos podés usar el método que quieras para resolv er un sistema de
ecuaciones. A ellos no les importa qué método uses.

Otra cosita: en realidad cada una de las ecuaciones del sistema, es
la ecuacion de una recta. Por ejemplo el sistema anterior se podria

= -X+6
= K~ 4

¢ Entonces cual seria el significado geométrico de encontrar la
solucién de un sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas ?
Rtasignifica encontrar el punto de encuentro de las 2 rectas. Por
ejemplo, para las rectas x +y =6y x -y = 4 tendria esto:
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EJERCICIOS
Solucion de un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas

Resolver los siguientes sistemas de 2 ecuaciones con 2 incognitas.
( Podés representar las 2 rectas para v erificar)

1\% Xt2ys6  RIA

X=6
N(Ax-1Ly=0 BTA:
4 2 = =2/3
~HR ey =2 V= -4/3
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RrA:

2.) -3X+Y=-Y4 Xz 2(85%4...
2R <3y = -8 Y= 4,514, .
G [X+y =2 B0
X*‘I =0 Siv sowcwi)

MATEMATICA CERO — PALABRAS FINALES

Aca termina el resumen de matematica que te puse para que puedas
entender matematica. Esta no es toda la matematica que existe. La
matematica es gigantesca. Lo que puse aca es lo hiper-necesario y
lo que seguro vas a usar. Hay otros temas que también vas a
necesitar como polinomios, trigonometria, funciones exponenciales,
logaritmos... Estos temas te los voy a ir explicando a lo largo del
libro.

Ahora, pregunta... ; Detestas la matematica ?

Rta: Bueno, no sos el tnico. EI 95 % de la gente la detesta. Es que
la matematica es muy fea. Y encima es dificil. ; Hay alguna
solucion para esto ?

Rta: Mira,... no hay salida. Vas a tener que saber matematica si o
si. Es una materia, hay que aprobarla. Lo Gnico que se puede hacer
para solucionar esto es estudiar. (Y estudiar mucho ). Es asi. El
asunto depende de vos.

Aveces los chicos dicen: che. Que mala onda tenés ?!

Rta: No es mala onda. Esto es asi. En todos lados del mundo
estudiar matematica es dificil. Encima vos elegiste la UBA, que es
la Univ ersidad de may or nivel en Argentina... ; entonces qué querés
2

Resumiendo, el que quiere celeste, que le cueste. Nadie te obliga.
Ahi afuera te estan esperando los de Mc Donald’s para trabajar por
dié peso la hora. Creo que fui claro, no ?

FIN MATEMATICACERO
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FUNCIONES

YA Mo yeg

Y MiNIMy

. X

FUNCIONES

Vamos a empezar a hablar de Funciones. Supongamos que
queremos saber cuantos alumnos hay por aula. Voy aula por aula y
cuento. Hago una tabla:

AV LA \ Alurpg s
310 90
311 go

320 | 100
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De esta manera establecemos una relacion entre el aula y el nimero
de alumnos. El conjunto del cual salimos lo llamodominio de la
funcion. Al conjunto de llegada lo llamocodominiode la funcion. Si
para cada elemento del dominio, tengo un solo elemento del
codominio, tengo unafuncion.

Supongamos que tengo un barril que vacio pesa 3 Kg. Si le agrego
agua, el peso del barril va a aumentar. Como cada litro de agua pesa
1 Kg. La tabla me va a quedar asi:

v
oon 313

BagaqL ¥ 1L '(‘(, <« TABWK
(A= 3% | eky

Esto que hice fue establecer una relacion entre los litros que pongo
y el peso del barrilito de cerveza. Puedo simbolizar esto asi:

Hacer una tabla con algunos valores es dar una funcion. Sin
embargo, esto no sirve mucho porque... ; qué pasa siyo pongo un
litro y medio ? O raiz de 2 litros ? De manera que otra forma de
establecer una funcion es dar su grafico. Dibujo ahora el peso del
barril en funcion de la cantidad de agua que pongo :

Pep 4 (xy)

b >
0 11 28 L,b.}

Las funciones pueden ser discretas o continuas. Cuando hablo del
nimero de personas por aula, estoy hablando de una funcion
discreta. Cuando hablo de los litros que pongo estoy hablando de
una funcion continua.
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Existe otra forma de dar una funcion que es dar su formula.Para
decir de donde a donde va la funcion uso la siguiente notacion:

La funcion también podria ir de los reales a los reales o cualquier
otra combinacion. Por ejemplo:

F: R—R
fF- R— N vk,

Supongamos ahora que tengo la siguiente funcion:

'F(.m) ¢ N ~——
Ex):IR>0 — R0

an 'FC)“ = .173.

Hago una tabla para esta funcion: Z <— Enteros
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Asinboba Stgnifica fad
la, Fonieey te alrca af
4 o Ao o Corta.,

5 ~

Kintoln.  herizental e g
Vamos a un ejercicio. Una cosa para ser funcion tiene que salir de 1

punto y llegar a un solo punto. Por ejemplo, supongo que me dan
esto:

Lo que hago es trazar rectas verticales. Si las rectas cortan al

grafico en 1 solo punto, tengo una funcion. Esto es porque a cada
punto del dominio, le debe corresponder un solo punto del codominio.

4‘._*

—t =

Este caso también es funcion
El domino de la funcion seran todos los puntos que tienen alguna
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imagen. EI codominio sera el conjunto que contenga a la imagen. En
este caso:

Domuvio: IR ya

Ihags © R>b
=~ Jb CadofWio : IR . (o R>0)
o

FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES
Esto es facil. Fijate: Una funcion crece cuando va en subida. Una
funcion decrece cuando va en bajada.

-rx‘ 1 l Ka ;x‘

c&-vaeﬂre' bechecienrte

Desde el punto de vista matematico esto se pone asi:
X1< X2~ f(X4) < f(x2) FUNCION CRECIENTE

X1< X=f(x4) > f(x2) FUNCION DECRECIENTE
MAXIMOS Y MiNIMOS

Cuando la funcion tiene una montafa, digo que tiene un maximo.
Cuando tiene un valle, digo que tiene un minimo. Una funcion puede
tener varios maximos o varios minimos. Si el maximo es el mas
grande de todos los que tienen la funcion, digo que es un maximo
absoluto. Lo mismo para los minimos.

En realidad, desde el punto de vista de matematico (riguroso) una
funcion tendra un maximo o un minimo cuando cambie el estado de
crecimiento (de creciente a decreciente o viceversa). Sila funcion
crece entre los puntos 1y 2, digo que el intervalo de crecimiento es
(1, 2). Dar el intervalo de crecimiento (o decrecimiento) es decir en
qué puntos la funcion crece (o decrece). Fijensé este dibuijito :



£&— PaxXitwo absalulo

atme ralabte
— MaXimo relative

e o —>

En matematica es muy importante que cuando vean una funcion
puedan decir cuales son sus intervalos de crecimiento,
decrecimiento, maximos, minimos y todo eso. Fijensé este ejemplo.

Vamos a hacer un ejercicio. Es importante que aprendas a interpretar
enunciados. Eso queremos.

UNAFAMILIAQUE POR MES RECORRE 3.000 KM
EN UN AUTO SE PLANTEALAPOSIBILIDAD DE
INSTALAR UN EQUIPO DE GAS. LAINSTALACION
DEL EQUIPO CUESTA1.500 $. UN LITRO DE NAFTA
CUESTA0,69 $. CON 1 Litro DE NAFTARECORRE

14 Km. CON 0,8 m°DE GAS TAMBIEN RECORRE 14

Km. EL GAS CUESTA0,32 $ EL m* SE PIDE:
HALLAR LAFUNCION QUE MIDE EL GASTO (EN $ )
DE COMBUSTIBLE EN FUNCION DEL TIEMPO SI SE
USANAFTA. IDEMEN CASO DE QUE SE UTILICE
GAS ( INCLUIDO EL GASTO DE LAINSTALACION )

En los 2 casos la variable va a ser el tiempo medido en meses.
Vamos a empezar con la funcion del gasto de combustible. El tipo
hace 3000 Km. por mes y con 1 Litro de nafta recorre 14 Km.
Entonces:

Por mes gasta: 3.000 L= 214 28 Litros /mes

14

Lo que gasta en plata va a ser: ( 1 Litro de nafta cuesta 0,69 $ )
214,28 L/mesXD,69 $/Litro = 147,85 $/mes

Si por mes gasta esto, la funcion que me da el gasto en funcion del
tiempo es:
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f(t)= 147,85 $/mesXt (en meses)

Vamos a la parte b). Con 0,8 m3a familia Dongo recorre 14 Km. La
cantidad de m3 que gastan al recorrer 3.000 Km es:

GASTO MENSUAL = 171,42 m3de gas

Es decir que en plata, lo que gasta es: 171,42 m3 0,32 $/ m3=
54,85 $/mes

Si le sumo lo que sale la instalacion, el gasto en funcion del tiempo
si uso gas es:

Adelantémonos un poco al tema de funciones lineales. Represento
las dos funciones que obtuve. Puedo hacerlo dando valores. Me van
a dar 2 rectas

$ Feey (NaFia)
= wg b o] B
(4= Uoo +sst oo dun (4)
43a0
o g A9 t (Musy)

Supongamos que quiero saber a partir de cuantos meses se amortiza
la instalacion. Eso significa hallar el punto en donde se cortan las
rectas, es decir t*.

Igualo: f(t) = g(t) = 148t =1.500 + 55t

=148 t - 55t = 1.500

=93t = 1.500 =t = 16,1 meses

OTRO EJEMPLO

Supongamos que hay una empresa que tiene unos ingresos (en
plata) que vienen dados por la funcion i(t) (t en dias). Los gastos a
su vez vienen dados por g(t). ; Qué representa la funcion h(t)=i(t)-
q(t)y?

Rta: Bueno, si a lo que entra le resto lo que salte, lo que me queda
es la ganancia neta de la empresa. Es decir:

h(t) = i(t)- g(t)= ganancia neta ; Para que sirve este ejemplo ?
Bueno, solamente para que veas que las funciones se pueden
sumary restar.

OTRO EJEMPLO
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Supongamos que tengo un pais determinado tal que h(t) representa a
la cantidad

de habitantes de ese pais en el tiempo t (t en afios). La funcién g(t)
representa el consumo por habitante en funcién del tiempo. Se
pregunta:

a) ¢ Cudl es el consumo total de ese pais en el afio t?

Igual que antes lo que hago es:

CONSUMO POR HABITANTE x CANTIDAD DE
HABITANTE = CONSUMO TOTAL =Sif(t) es el consumo

total:
f(t)=h

(t)
X
9

(t)

FUNCION QUE DAEL CONSUMO TOTAL Aca ves como
una funcién puede ser producto de 2 funciones. Ahora, ¢ Cuanto
valen las funciones h y g ? Rta: Bueno, no lo sé. Pero su producto
da el consumo total.

EJEMPLO Che, ¢, se callan ? Vamos a hacer un ejercicio. Se quiere
hacer una caja partiendo de una cartulina de 30 cm x 40 cm. Se pide
calcular el volumen de la caja. El volumen de la caja sera: Vol =
ancho yalto ylargo. Es decir:

V = (40 — 2x) (30 — 2x) . x

Ahora, x no va a poder tomar valores mayores que 15 cm. Porque
sino no tendria caja. Tampoco xpuede ser negativo. Entonces digo
que la funcion que me da el volumen de la caja en funcion de x es:

V(x) = (40 - 2x) (30 —2x) . x con 0 <x <15

¢, Como hago si quiero graficar esto ? Bueno lo que hago es darle
valores a x (entre 0y 15)y sacar los de V(x).

Vamos a otro ejemplo

Supongamos que los precios de la electricidad son los siguientes:

2,38 $ costo fijo que paga todo el mundo
0,0634 $ / kilowatt si uno consume menos de 126 Kwh.
0,094 $ / kilowatt si uno consume masde 126 Kwh.

Encima de esto, se cobra 17,20 % de impuesto sobre el total
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consumido. De manera que voy a tener 2 funciones: una para
consumo mayor que 126 Kwh. y otra p/ consumo menor que 126
Kw-h. Si no hubiera que pagar ese 17,20 % de mas, lo que habria
que pagar seria:

Ahora, para aumentar una cosa un 17,20 % lo que se hace es

multiplicar a todo por 17.20 y sumarselo a lo que uno ya tenia. (Esto

hay que pensarlo un poco)qgg
De manera que la funcién que me dice lo que tengo que pagar (f(x))
en funcion de los kilowats-hora que consumo (x) va a ser lo que

tenia antes multiplicado por 14172, 21,17.20

17,20

. Esto es porque hacer
la cuenta a + a es lo mismo1gg 100 100

que hacer ( Lo que hice es sacar a factor comun).

La funcién queda: Esta funcién asi definida es lo que el problema
pedia calcular. Teniendo la funcién ésta, puedo calcular por ejemplo
cuanto paga un tipo que consumié 122 Kw. (por ejemplo). Para hacer
eso, reemplazo xpor 122 en la funcion para x < 126 Kwh.

Quedaria asi : Plata a pagar = 1.172X] 0,0634 .122+ 2,38]
Si el consumo fuera mayor a 126 Kw. (por ejemplo130Kw), la cosa
quedaria:

Plata a pagar = 1.172 X[2,38 + 0,0634,126 + 0,094 (130- 126)] FIN
FUNCIONES
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FUNCIONES LINEALES

PENDIENTE

1 R
FUNCIONES LINEALES
Son las funciones que tienen forma de linea recta. La expresion
matematica es:
La b es la ordenada al origen, es decir, el lugar donde la recta corta
al eje y. La m es la pendiente de la recta. Esta pendiente se calcula
haciendo la cuenta:
m = opuesto adyacente
Supongamos que me dan la siguiente funcion lineal: f(y=2 x + 3.
Voy a graficar esto. ;Como hago? Y bueno. Le doy valores a x y
saco los de f(y.
Hay algo importante que tenés que saber y es la cuestion de la
pendiente. Tengo 3 casos. Mira :

redunte avla
Pradante Mnd-ui‘v.
postbiva >

m= %) M =
Ahora, ojo ! Las rectas verticales no son funcion. Ver aca:
.Ll CoSe es(-{ ~ N

€ N0 ES Fupcige
2
En este caso, la ecuacion de esta recta seria x = 2. Esto pasa
porque ofra recta vertical superpuesta “corta” a la recta x =2 en mas

de 1 punto. En realidad la corta en = puntos porque esta
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superpuesta. Vamos a un ejemplo.

SE SABE QUE UNA FUNCION LINEAL TOMALOS
SIGUIENTES VALORES: f(2) =3 yf(4) = 7. HALLAR LA
ECUACION DE LA FUNCION Bueno, lo que hago es escribir la

ecuacion de una funcion lineal: f(x) = m x + b. Reemplazo ahora por
los valores que me dieron:

f(2)=m.2+b=3
f(4)=m.4+b=7

Esto es un sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas. Lo puedo
resolv er por cualquier método.
Despejo b de la 13y Ia reemplazo en la 2%
b=3-2m 4m+(3-2m)=7
4m+3-2m=72m=7-3
m =2 VALOR DE LAPENDIENTE
Reemplazo ahora m = 2 en cualquiera de las ecuaciones y saco b.
Fijate :
im4eb=3 = 2.24b=3
S Y4b=3 = b=3.y

=[B=1] «— oroewAor AL opugen

Quiere decir que la funcion buscada es : ¥ =2x-1

Ahora vamos a hacer esto para un caso general. Quiero obtener una
formula general que va a valer para todos los casos . La idea es
poder ahorrarme de trabajar con un sistema de 2 x 2 . Entonces :

Voy a resolver este sistema restando miembro a miembro. Ala 1™
ecuacion le resto la 2% Esto queda:

MXq = MY, = Y=Y,
= M[X(‘X‘L) :71'\11
FatuLA PAPA
35{7“: x\(—k Spean. LA
X

PENMIENTE

40



Vamos a ver si cumple con el ejercicio anterior. Yo tenia f(2) =3y
(4) =7. Tonces:

X1=2,Y4=3

X2=4,y=7

D M- I=A g By (\M—lf-tca)
2- 4 - =
¢ Cual es el significado de esta formula? Bueno, lo puedo ver en
este dibujo:
Es decir, lo que hace la formula es calcular la pendiente haciendo la
cuenta opuesto sobre ady acente.

OTRO EJEMPLO USANDO LA FORMULA PARA LA PENDIENTE,

CALCULAR m SABIENDO QUE f(2) =1y f(5) = -3 Entonces,
tengo que tener una funcion lineal del tipo f(x) = m x + b donde la
pendiente viene dada por la siguiente formula:
m=yq-y2Xq1—Xx2Enestecasox=5y,=-3y xy=2eyq=1.
Entonces:

m=-3-1=-45-23

PENDIENTE DE LARECTA

Fijate que me dio con signo negativo. ; Qué me indica el signo
menos ? Rta: Bueno, que la pendiente es negativa, es decir que la
recta tiene que ir asi:

Ahora planteo que:

f(x)=-4/3x +b Reemplazo x por 2 y f(X) por 1:
1=-4/3.2+b De aca despejo b que me da:
1+8/3=Db

b=11/3

ORDENADA AL ORIGEN

La funcion lineal buscada es: f(x) =-4/3 x + 11/3

OTRO EJEMPLO

UNARECTAPASAPOR EL PUNTO P =( 3, -4) y SU PENDIENTE
ES m =- 2. HALLAR LAECUACION DE LARECTA:

Lo que hago es esto: La ecuacion tiene que ser:y =-2x +b (
porque m =-2 ) Como la recta pasa porx =3 ey =- 4, reemplazo y
me queda:

-4=-2_3+b -4+6=Db b=2Lafuncion dada va a quedar. y =
2X+2
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OTRO EJEMPLO

Ahora me dan este grafico y me piden hallar la ecuacion
comrespondiente. Mira Es como si nos dieran 2 puntos. Sé que la
recta corta al eje y en el punto -1. Entonces

b=-1. Ahora saco m. Los dos punios por dondefX) pas 1a recta son (-1, 0) y
(0, -1). Tengo 2 puntos

y puedo sacar la pendiente con:
-1.4m=y2-y41=-1-0=-1=-1_ Dio negativo.
Xp—X10—=(-1) 1

Esta ok porque la recta va asi:

La ecuacion buscadavaaser y =-1x -1

INTERVALOS

Esto lo vas a entender mejor si ves un ejercicio. Fijate. Copien.
Dicto:

EJERCICIO

DADAS f(x) y g(x) DETERMINAR EL CONJUNTO ADEFINIDO

come ; A:gX EIR/ fy >/3u)_}

Fex) = 3x+ 2
M S = 2X-1

Lo que tengo que calcular son los x que ~ a los reales tales que f(x)
sea may or o igual que g(x). Es decir, planteo:

3x+222x-1

Resuelv o esta inecuacion pasando a un miembro todo lo que tiene x.
3x-2x2-12 x2-3

Esta es la solucion analitica del problema. Voy a resolv erlo ahora
graficamente. Represento las 2 funciones:

* (S0 FES I S 21

2 & Y’v: ?..X ~f

/

-2 S
. X

'

'
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Ahora, todos los x R tal que y 12 ypson los x 2 -3. Eso lo saco
mirando el grafico. Veo que para cualquier x > -3 la recta y 1 esta
siempre por arriba de la y . Representando graficamente el intervalo
obtenido me queda:

™ a
» £ S A={XeR / Xy-3}

Vamos a otro ejemplo de intervalos. ; Silo toman ? Si, lo toman,
pero es facil. Fijate:
DADAS f(x) y g(x) DETERMINAR EL CONJUNTO A DEFINIDO

f(x)=-2x +1y g(x) =4x +1.
como ; A:fx elR/F(g,}%(’y)}

Piden lo mismo que antes. O sea, dar el intervalo en donde f(x) >
g(x). Bueno, planteo entonces que f(x) 2 g(x), es decir:

2x+124x+1 1-124x+2x 026x 02x x<0
Entonces el conjunto solucion sera:
Voy a representar las rectas en un grafico para verificar lo que hallé:

Para hacer el grafico tuve en cuenta que las ordenadas al origen
eran 1 para las 2 rectas y que en un caso la pendiente era positiva y
en el otro -, por lo tanto las rectas deberian ir asi y asi
respectivamente.

Graficamente la representacion del conjunto A es:

Mirando el grafico con las 2 rectas veo que siempre que tenga un x
<0, la funcion sera mayor que la g(x). (esto era justamente lo que
y o buscaba).

FUNCION MODULO

Aca presten un poco de atencion porque siempre se confunden.
Vamos a ver la funcion MODULO de equis. Tomar modulo significa
considerar el v alor absoluto de x. Esto se escribe: f(x) = x . Esto
lo vamos a usar mucho. Le doy valores a x y saco los de f(x). Es
decir, six=1, x sera1.Six=-1,el x seratambién 1.
Matematicamente la funcion modulo de x se define asi:
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Represento esta funcion:

Esta funcién es como la funcién y = x pero igual de los 2 lados. El
eje Y es el eje de simetria. Es como si el eje Y fuera un espejo.

EJEMPLO GRAFICAR LAFUNCION f(x) = x -2
Lo que hago es darle valores a x y formar una tabla:

Esta funcion es igual a la funcién médulo de x (| x| ) pero toda
corrida para alld en 2 lugares. Vamos a hacerlo ahora en forma
analitica, es decir, aplicando la definicion de maédulo.

Fijate. Tengo f(x) = x -2 . Eso significa que aplicando la definicién
me queda:

Ahora, x -2 2 0 significa x 22y x -2 <0 significa x < 2. La funcién
queda definida asi:

Fijense ahora esta otra funcion: f(X) = x -2.¢ seraigual que la
anterior? RTA: NO. Voy a hacer una tabla con valores y la
represento:

Es decir, lo que pasa es que todo el grafico se va para abajo en 2
unidades. Situviera f(x) = a.x me quedacomola x peromas
abierta o mas cerrada. Supongamos que a = 2. Le doy valores a x y
me queda:

¢ Cudl es la pregunta ? ; Qué para que sirve la funcion médulo ?
Rta: Eeehhhhmmm... Que se yo. Para nada. La matematica es asi.
Uno define cosas y después se pone a jugar con ellas. ; Cémo? ¢
Que ? ¢, Que estoy chapita ? Si, si, los matematicos estamos re-
chapitas ! ( Risas )

EL CASO DEL MOVIMIENTO RECTILINEO Y UNIFORME

Este es un tema de fisica. ¢ Alguien cursa fisica ? En fisica la
ecuacion de la posicién de un movil que se mueve con movimiento
rectilineo y uniforme es:

x(t) =Xgo +V (t —to) Esta es una funcion lineal. V es la velocidad del
movil y xq es la posicion inicial. ( Es el lugar de donde salid). tg es la
hora en el momento de salir.

Si tengo el caso de que x, =0y to =0 me queda: x(t)=v.t

Esta es una ecuacion del tipoy =m x . Acdayyolallamé xy a x
la llamé t. Lo demas es lo mismo.
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Si tuviera por ejemplo Xy =2 Km /h t, la representacion seria:
XX=2Km.th

t

Lo que tienen que ver aca es que si la velocidad del movil es
positiva, la recta va a ir asi: . Si la velocidad fuera negativa, la
recta iria asi . Esto es porque en el grafico x = f(t), la velocidad del
movimiento es la pendiente. Si los 2 méviles tuvieran la misma
velocidad pero uno estuviera 3 Km. mas adelante que el otro, el
grafico quedaria:

3

Igual pendiente Son paralelas

Esto es porque la velocidad es la PENDIENTE. Si los tipos tienen
igual v elocidad, las dos rectas deberan ser paralelas (no importa de
donde hay an salido)

DISTANCIAENTRE 2 PUNTOS Che, anoten esto porque lo toman.
Supongamos que tengo 2 puntos P4y P». Las coordenadas del
punto P4 son ( x4, y1 ). Las coordenadas del punto P2 son ( X2, y2 ).

Y 4\ DISTANCIA

A

i Jroe ey

P
Yy ""4.
]

X4 X2

Entonces la distancia que va de P4 a P5 se calcula con esta
férmula:

P ——— - ——
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2Z4(P1, P2) = (y -y ) * (x x)
2121

No voy a hacer la deduccion de esta férmula choclaza. Pero si lo
pensas un poco, vas a ver que sale de plantear el teorema de
Pitagoras en el tridangulo formado entre los puntos P4y Pa.

Che, ahora ojo, entiendan lo que estoy diciendo. Cuando digo "
calcular la distancia" me estoy refiriendo ef ectivamente a la
distancia real que hay de un punto a otro. O sea, la distancia que
vos podrias ir y medir con una regla sobre el papel. Vamos a un
ejemplo:

CALCULAR LADISTANCIA QUE HAY ENTRE LOS PUNTOS P¢ (1,
4)YP2(3,2)

Solucioén: Bueno, hago un dibujito y escribo la férmula
La distancia va a ser: d(P

1
, P

2

)=

22 (y -y )+ (xx)
2121

Entonces: d(P

)=
22 (-2)+(2)=8

Raiz de 8 es mas o menos 2,82. Si hicieras el dibujito en escala en
un papel, la distancia entre P1y P2 medida con una regla te daria
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2,82 cm.
FUNCIONES LINEALES - EJERCICIOS DE PARCIALES Vamos a
resolv er algunos ejercicios que saqué de parciales.

13 MATEMATICA PRINER PARCIAL TEMA 4
APELLIDO: . . . ml! -------------------- D.N.I:

B<[n hz, I'e» ! t,o]—’!“—"’—u*mﬁ%wnﬁ *

CORRECTOR ! Eyangehuo -
En cade ejercicio escriba los razonamientos gque justifican la respuesta

1) Hallar todos los puntos de la recta y=3x que estin a distancia viD  del
origen de coordenadas.

Solucioén: Esos puntos estan sobre la recta Y= 3x sondela
forma P = (a, 3a) Nos dan la distancia al centro de coordenadas:
40 ( o sea, al punto (0 , 0)). Entonces, usamos la formula de
distancia entre dos puntos:
AP PD=(2 ¥1° ( X2 X9
40=@3a 02 (a 0y
40 =10 a2

2= a = 4=2

Nos dan dos resultados para a. Entonces tenemos dos puntos:
a=2 P=(26)ya=-2 P=(2,6)

M MATEMATICA PRIMER PARCIAL TEMA 2

APELLIDO: - NOMBRES :
-D.N.I:
INSCRIPTO EN: SEDE: DIAS: HORARIO:........
AULA s Ciasnsy
CORRECTOR: .

En cada ejercicio escriba los
razonamientos que justifican la respuesta
1. Escribir como intervalo o como unién de intervalos el
conjunto A ={x € R/ 4, 5} x

Solucién: Pasamos multiplicando la x  hay que ver las dos
opciones

-Six>0 4>5x x<%¥5x €(0;%s)
-Six<0 4<5x x>4/5nopuedeserlasdoscosasalavez
Entonces, ese conjunto es igual a intervalo (0 ;¥/s)
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g MATEMATICA PRIMER PARC TEMA 3

APELLIDO; W m ......... D.N. I; “ESER- |

TA
2; 2 ; l ; \ _INSCRIPTO EN :
RECT SR,
En_cada e!erc!cxo escriba los razonamientos que justifican la respuesta

1. Escribir el conjunto A-(x\-n/x—aral como intervalo o como unidn
de intervalos.

Solucion: Nos piden que escribamos el conjunto A como un intervalo
0 union de intervalos. Entonces: 5< 1

5

Despejemos: - 1 < 0 Me conviene sacar denominador comun ( x + 4

)

5-1.(x4) 05-x-4 o(x 4)(x 4)(x 4)

! Xty 4

Para que toda la fraccion sea negativa hay dos posibilidades:
Caso1:(1-x)<0y (x+4)>0

Despejandode (1-x)<0mequedaque 1<x,0seax>1.
También se tiene que cumplir que (x +4 ) >0, 0sea, x >-4 .
Representemos esto en una recta numérica:

401 Muy bien. La solucion que cumple con las dos desigualdades
alavezes Sq=(1;+=)Caso 2: Se tiene que cumplir que (1 -x )
>0y (x+4)<0

01
De (1-x)>0mequedaque 1>x.De(x+4)<0 me queda que
X < - 4. Representemos en una recta las dos desigualdades:

-4 0 1 La solucién que cumple con las dos desigualdades es Sp =
(= ; - 4). Ahora bien la solucion total es la union de estos intervalos:

SoUsi=(-=:-4)U (1, +=)
En la recta se veria asi:

-4 0 1 Rta: La solucién al conjunto Aes (= ;-4)U (1, + =) FIN
FUNCIONES LINEALES
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FUNCIONES
CUADRATICAS
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PARABOLA

\’x _-b t/b"—'ia\c\
1..1"‘_ e

0,
\%

SoLyCion DE LA CUADRATICA

FUNCIONES CUADRATICAS
¢ Qué es una funcion cuadratica ? Rta: son las funciones que tienen
esta forma:
FUNCION s D z

f(x) =ax“+Db X + C CUADRATICA
Fijense que el valor a no tiene que ser cero porque sino estaria en el
caso de una funcion lineal. Siempre en las funciones cuadraticas el
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dominio seran los reales y el codominio también. El grafico de una f
cuadratica es una parabola.

Vamos a graficar una funcion cuadratica facil = Por ejemploy = x2
¢ Como hago ? Bueno, le voy dando valores a x y saco los de y.
Formo esta tabla

1 -1 F—F'L,(Jr)(l
o 2
1 |
4 2 faitemo = g 3
I ——

Fijense que el grafico es simétrico. Es decir, de los dos lados es

igual. La funcion y = x2 tiene la forma y = a x2 + b x +c. Lo que
pasa es que aca avale 1y by ¢ valen cero. (es decir, tengo y =

1.x2 + 0.x + 0). En el eje x uno mira el dominio. En el eje y uno mira
la imagen y el codominio. Puedo decir, mirando el grafico que:
Ojo, es importante que recuerdes la manera de escribir intervalos !
Vamos a graficar otra funcion cuadratica un poco mas complicada: y
=2 x2+ 3. Hacemos la tabla y el grafico:

T Py

3

1
0

e Firye =224}

La parabola va para abajo. Eso pasa porque el término a es
negativo. Siempre que a sea negativo la parabola va a ir asi: . (
Esta triste ).

Si a es positivo la parabola va a ir para arriba. ( Sonrie )

El v értice de esta parabola esta en el punto ( 0, 3 ). El maximo esta
en x = 0. El eje de simetria es el eje y. La imagen de la funcion sera:
Im (f): (=, 3]
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OTRO EJEMPLO: Representary = (x -2)2 +3

El ( x — 2) hace que toda la funcién se corra para alla en dos
unidades. El +3 hace que toda la funcién se corra para arriba en 3
unidades.

El minimo de la parabola esta en x = 2. El eje de simetria es la recta
x = 2. Laimagen de la funciénes Im (f)=R >3

La funcién f(x) = (x—2)2 + 3 no parece tener la forma f(x) = axZ+ bx
+c. Sin embargo es una cuadratica. Fijate. Hago el cuadrado del
binomio y veamos que da:
fx)=(x-2)2+3=(x2-22x+2%)+3

cuadrado del binomio

S fx)=x2-4x+4+3

> f(x)=xZ-4x+7

¢, Es lo mismo escribir la ecuacién de cualquiera de las dos maneras
? Rta: SI, es lo mismo. Lo que pasa es que si quiero graficar, la
primera manera me permite hacerlo practicamente sin tener que
hacer una tabla.

Por ejemplo quiero que dibujen a ojo esta funcion: Y =3 ( x + ‘l)2 +
4. Vay an pensandolo. ¢, Listo ? Bueno. ¢, a ver que hicieron ?

El + 1 me dice que la funcion esta corrida para alld < en 1 unidad. El
+ 4 me dice que la pardbola esta corrida en 4 unidades para arriba. El
- del 3 indica que va para abajo. De manera que el grafico tiene que
dar algo asi:

¢ El 3 que significa ? Bueno, solamente me dice si la parabola va a
ser mas ancha o mas angosta. ( asi o asi )

Ahora quiero poner todo esto en forma general. Supongamos que

tengo la parabola escrita en la forma f(x) = a (x - 0)2 +B

Eso querra decir que el vértice esta en el punto (a,B)

Ojo, (a, B ), NO (- a, B ). Recuerden esto.

Si a es positiva la cosa ird para arriba (sonriente ). Si a es negativa
la cosa iria asi (triste).

El eje de simetria sera la recta x = a.

VERTICE DE UNA PARABOLA

Hay una cosa que se llama completar cuadrados. La deduccion no la
voy a hacer. Les voy a dar las férmulas finales. Estas férmulas

sirven para escribir la parabola en la formay =a (x - 0)2 +B, sia
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uno se la dan escrita en la forma f(x)= ax2 + bx +c. Las dos
formulas son:

Vamos a hacer un ejemplo. Me dan la parabola f(x) = 2 X2 — 4 x +7.
Tengo:a=2,b=4y c =7. Entonces :

Tener formulitas asi no es muy lindo. Vamos a ver esto. ; Cémo sé
donde corta la parabola al eje x ? Rta: Bueno, tengo que aplicar una
formula que te debés acordar. Es la formula de la resolv ente de la
cuadratica:

Para una de las soluciones uso el signo +, y para la otra uso el signo
- . De ahi saco las 2 raices x4y xp. Raiz quiere decir que ahi la
funcion corta al eje x.

Hay 3 casos posibles. Puedo tener 2 raices, 1 raiz o ninguna raiz.

¢ Cuando tengo dos raices ? Bueno, llamemos al término b2—4ac,
discriminante (A).

* Si el discriminante es positivo, tendré dos raices. * Si el
discriminante es cero, tendré una sola raiz * Si el discriminante es
negativo, no tendré ninguna raiz.

La representacion de los 3 casos es:

RECTA TANGENTE

Es una recta que roza a la funcion en un punto. Es decir, no corta a
la funcion, sino que pasa justo por ahi apenas tocandola. Por
ejemplo:

4— RECTAS TANGENTES

Supongamos que me dan: f(x) =—(x -2 )2 +1.

Segun lo que vimos el grafico da asi:

Si me piden trazar la recta tangente a la parabola en el puntox = 1y
x = 2 tendria que hacer lo siguiente:

A meo
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M.—.Q—)/

Lo que quiero que veas es esto: cuando la funcion crece, la
pendiente de la recta tangente va a ser positiva. Cuando la funcion
decrece, la pendiente de la recta tangente va a ser negativa.  y
cuando tengo un maximo o un minimo que pasa ? Rta: Bueno, la
pendiente de la recta tangente va a dar CERO. Todo esto lo vamos
a usar mucho después cuando veamos derivadas e integrales.

Veamos un ejemplo:

Me dan la parabola y = - (x + 1) + 2. Me piden graficarla. Eso da asi:
Las coordenadas del vértice son x =-1 ey =2 Las escribo de la
otra manera:

fX)=-(x+1)2+2=-(xZ+2x+1)+2
S fX)=-x2-2x-1+2
SfX)=-x2-2x+1

¢ Cuadles son las raices ? Bueno aplico la formulita: CONJUNTO DE
POSITIVIDAD

Son los valores de x en donde la funcion es positiva. Para saber
donde una funcion es positiva, lo que tengo que hacer es mirar el
grafico y ver si la curva esta por ariba o por debajo del eje x. Eso
es todo.

Si miran el grafico van a ver que la funcion toma v alores positivos
para los valores de x comprendidos entre las dos raices. Es decir:

Al conjunto de positividad lo vamos a designar como C. y en este
caso va a ser:

ConJunTo DE
o -1+ “
Ly { teia ) -1 L) PosITIVIBAD

También podemos hablar de conjunto de negatividad. Ese conjunto
serian los valores del dominio tales que en ellos la funcion es
negativa. Lo designamos como C_y en este caso seria:

El lugar donde la funcion no es positiva ni negativa son los x tal que
en ellos la funcion corta al eje x. Lo designamos como Cgy en este
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caso seria:

Co={~t-Ta -an

Vamos a este otro ejemplo:
Hallar el conjunto de positividad de la parabola: f(x) = (x — 2 )2 -2

Lo primero que hago es graficar la funcion. Veo que va para arriba y
esta corrida en 2 a la derecha y en 2 para abajo. Ahora hago el
dibujo.

/&- Fug =L x~0=2
2 o

N

Para saber donde corta la parabola al eje equis, desarrollo el binomio
al cuadrado. Lo hago para tener escrita a f en forma de ax+ bx + c.

fX)=(x-2)Y2-2=(x2-22x +4)-2

=f(x)=x2-4x+4-2

= f(x) = x2—4x + 2

Tengo asi: @a=1b=-4c =2Hago la formula - b  etc, etc y me
queda:

X1=2-2%x32=2+2

Los conjuntos de positividad y negatividad van a ser:
Ce=(-%,2-2)U(2+2, +)

C=(2-2,2+2)

C0={2-2;2+2}

Esto no es dificil. Hagan los ejercicios de la guia. Es siempre lo
mismo. Grafican la parabola, se fijan donde corta al eje x y después
hallan los conjuntos de positividad y negatividad.

INTERSECCION ENTRE UNARECTAY UNA PARABOLA Una recta
y una parabola se pueden cortar o no. Tengo los siguientes casos:
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Vamos a hacer un ejemplo:

HALLAR LA INTERSECCION ENTRE LARECTAg(x) =3x +2 Y LA
PARABOLA f(x) = 2x2 + 8x -1

Bueno, lo que hago es graficar la recta y la pardbola y ver donde se
cortan.

Lo que hice fue resolver el ejercicio graficamente. Ahora quiero
resolv erlo analiticamente. ¢ Qué hago ? Aver, piensen. Claro, tengo
que igualar las dos ecuaciones y despejar x. Entonces: Hago f(x) =
9(x) :

=2x%+8x-1=3x+2

=2x%+8x-3x-1-2=0

= 2x2+5x-3=0 Aplico la férmula para las raices de la ec.
cuadratica y me da:

Estas son las coordenadas de x donde se cortan la recta y la
parabola. Para hallar las coordenadas y, lo que hago es reemplazar
X1y Xzen la ecuacién de f(x) o de g(x). Si hice todo bien, tendria
que dar lo mismo. Si hago eso me da:

g(-3)=3(-3)+2=-7

g(1/2) =3(1/2) + 2 = 3.5 Entonces, los puntos de encuentro son:
Quiero que veas ahora otra aplicacién de todo este tema de
funciones cuadraticas. Vamos a hacer el problema del rendimiento
de la nafta.

PROBLEMA:

EL RENDIMIENTO DE NAFTAr (EN Km/LITRO) DE UN
AUTOMOVIL ESTA RELACIONADO CON LA VELOCIDAD ( EN
Km/h ) POR LAFUNCION:

rv)=-1/3v2+60v con0<v <180

a) HALLAR LOS VALORES DE v PARALOS CUALES EL
RENDIMIENTO DE NAFTAAUMENTACON v Y LOS VALORES DE
v PARALOS CUALES EL RENDIEMIENTO DE NAFTADISMINUYE.

b) HALLAR LA VELOCIDAD PARA LA CUAL EL RENDIEMITNO ES
MAXIMO Y CACULAR DICHO RENDIMIENTO.

a) Tengo que graficar la funcion r (V) = 1/3 v2 + 60 v. Esto me va a
dar una parabola que v a para abajo. Fijate que el domino esta
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restringido (la funcion solo 3 para valores de v comprendidos entre
0y 180 Km/h.

Para graficar, hago lo de siempre. Calculo las coordenadas del

v értice.

Haciendo las cuentas me da:

a) Entonces veo que el rendimiento de nafta aumenta en (0, 90 )y
disminuye en ( 90, 180 ).

b) La velocidad para la cual el rendimiento es maximo es v = 90
Km/h. El méximo rendimiento sera r = 2.700 Km/L.

PROBLEMA: Se lanza una pelota desde 25 m de altura. Piden hacer
el grafico de la posicion en funcion del tiempo y preguntan en que
momento la pelota vuelve a estar a 25 m de altura. Dan como dato
la ecuacion de la posicion en funcion del tiempo que es: s(t) =- 16

(t-3)2 + 169 Para t = 0

Hago el grafico de esto. Las coordenadas del v értice son ( 3, 169 ).
Vamos a ver donde corta esta funcion al eje t. En este caso como
tengo expresada la funcién en la formay = a (xc()2 + B. Puedo

directamente despejar directamente ( t - 3)2 sin usar la férmula para
la ecuacion cuadratica. Igualo a cero:

- 16 (t-3)2+ 169 =0
= - 16 (t -3)2 = -169
=

(t-3)

2=169

16

Los 2 signos menos se cancelan. Ahora lo que no se tienen que
olvidar es que cuando pasan el 2 al otro lado como raiz cuadrada,
esa raiz tiene doble signo.

Miren: (t-32="89 =t _3=4 1=t ,,=3+3254

Si hubiera hecho esto aplicando la férmula para la ecuacién
cuadratica ... ¢ me hubiera dado lo mismo ?

Rta: Si, claro. TIENE QUE DAR LO MISMO. (Probalo). El grafico
queda:
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Si me preguntan en que momento pasa otra vez por la posicion s =
25 m, la respuesta es a los 6 segundos. Eso lo veo mirando el
grafico. Uno puede evaluar s =25 m en la ecuacion, pero yo quiero
que vean que la parabola es simétrica alrededor de la recta vertical x
= 3. Por eso sé que a los 6 segundos va a volver a estar a los 25
m. De cualquiera de las 2 maneras que lo hagan esta bien. Pero no
se olviden este asunto de la simetria de las parabolas. Puede ser
que lo tengan que usar en algin caso, como por ejemplo en éste de
recién.

FUNCIONES CUADRATICAS - EJERCICIOS SACADOS DE
PARCIALES

= = P
2, Dar la ecuacién de la recta gque pasa por el vértice de la pardbola

y=(x+1) (x+7) y por el punto en que dicha pardbola corta al eje y.

Este ejercicio no es complicado, solo tenés que leer bien el
enunciado y ordenar lo que te piden. Vamos. Tenemos que encontrar
la ecuacion de la recta que pasa por el vértice de la parabola y = (x
+1) (x + 7) y pasa por el punto en que la parabola corta al eje y.
Calculemos el vértice de la parabola. Como la parabola es simétrica,
las raices van a estar a la misma distancia del v értice. Entonces a
Xy la podemos calcular asi:

Xy = (Xraiz 1+ Xraiz 2) 2

Como la parabola esta escrita como un producto, las raices estan a
lavista: Xraiz1=-1Y Xraiz2=-7

Reemplazando en la ecuacion para calcular el v értice:
Xy=(-1)+(-7) 2

Xy=-4

Para calcular y, reemplazamos en la ecuacion de la parabola y = (x
+1) (X +7)
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Yy=(4+1)(-4+7)

yv=-9 Llegamos a uno de los puntos por los que pasa la recta es:
P1=(4, 9). Busquemos el punto donde la parabola corta al eje y,
esto ocurre cuando x = 0.

y=(0+1)(0+7)

y=7

El otro punto por el que pasa la recta es: P, = (0, 7). Con estos dos
puntos podemos construir la recta. Bueno, lo que hago es escribir la
ecuacion de una funcion lineal: f(x) = m x + b. Reemplazo ahora por
los valores de Pqy P2

f(-4)=m. (-4)+b=-9f(0)=m. 0 + b =7 Esto es un sistema de 2
ecuaciones con 2 incognitas: Reemplazo b en la 1
-4m+b=-9
b=7
€ ecuacion para calcular m
=2-4m+b=9=>-4m+7=9
=2-4m=9-7
=-16 VALOR DE LAPENDIENTE
Rta : La ecuacion de la recta queda asiy =-16x +7
2) Sea la funcién cuadrética f cuyo grifico es la pardbola de vértice

V=(-4,-2) que pasa por el punto (-3,16). Hallar el conjunto de ceros y
el conjunto de positividad de la funciém £.

La funcion cuadratica tiene esta forma: f(x) = ax? + bx + c. Tenemos
tres incognitas: a, by c. Entonces, necesitamos tres ecuaciones.
Las sacamos de los datos que nos dan:

- Pasa por el punto (-3, 16) — f(-3) =a (32 +b (-3) + c =9%a— 3b +
c=16

- La abscisa del vértice es - 4 — xy= b-_4g 23

- Pasa por el punto (4 , -2) —» f(4)=a (4)2+b (4)+c=16a—4b
+Cc=-2

Si resolvemos este sistema de tres ecuaciones, nos queda la
funcion

a=18,b=144y c =286

—f(x)=18 x2 + 144 x + 286

Los ceros de esta funcion los podemos calcular con la formulita:
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“bxb2-4ac | o5 ceros son M3y ¥ap,

El dominio nos queda dividido en tres intervalos (lo dividimos en los

ceros). Vemos que es positiva en (=, 13l3) U (1113, +00)

3232. Sea f(x)= .Hallar el valor de c e€ R de manera que 4

2

la imagen de f sea el intervalo [-3;+«). Para el valor de
c encontrado,hallar el conjunto de positividad de f

La funcién tiene un minimo en el vértice. La abscisa del v értice la

calculamos como xy = -b  En este caso, nos da Xy =-124

Entonces, el minimo valor de la funcion va a ser

f(-1) =34 (12 + 3 (1) +c=c-3,

Nos piden que la imagen de la funcién sea [-3 ; +~) — el minimo es
-3

c-Y4=3-c=3+3,
9

— C=7/y
Entonces, la funcién nos queda f(x) = 3/4 X2+ 3/2 X — 9/4
Calculamos los ceros: ~P*b2-4ac _, 1y 3,

El dominio nos queda dividido en tres intervalos:

(=;-3)>f(4)="4>0
(3; 1) > f(0)=%4<0
(1; +=) > £ (2) = 14> 0

El conjunto de positividad es (~ ; -3) U (1 ; +=) FIN
FUNCIONES CUADRATICAS

* CONTINUIDAD * POLINOMIOS * COMPOSICION DE
FUNCIONES

CONTINUIDAD - TEOREMA DE BOLZANO - DIVISION DE

POLINOMIOS - TEOREMADEL RESTO - INTERVALOS DE
POSITIVIDAD Y NEGATIVIDAD - COMPOSICION DE FUNCIONES
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UN POLINOMIO DE GRADO 4to. ( CORTA4 VECES AL EJE X)

CONTINUIDAD DE UNAFUNCION
Vamos a ver ahora el tema de funciones continuas y discontinuas.
No es dificil. Presten atencion.

FUNCION CONTINUA
Una funcion es continua cuando para dibujarla NO necesito levantar
el lapiz de la hoja. Por ejemplo:

6RAPICO DB
UNA PuNCioN
P CoNTINgA

Creo que esto lo entienden ¢ no ? En x = 3 la funcion es
discontinua. Pega un salto. Para poder dibujarla necesito levantar el
lapiz de la hoja. Esa es la idea. Ahora miren esto:

Fijense que esta funcion es discontinua en los puntos x =1y x = 5.
Esto lo veo mirando el grafico. En todos los otros puntos la funcion
es continua. Las funciones lineales (rectas) y las cuadraticas
(parabolas) son SIEMPRE CONTINUAS. Supongamos que me dan
una funcion que esta definida en 2 partes:
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En x = 2 la funcién es continua. Cambia su forma pero es continua.
Vamos a afinar mas la definicion de continuidad. Decimos asi:

Una funcion es continua en un punto si acercandose por la
FUNCION derecha o por la izquierda la funcién tiende a valer lo
mismo. CONTINUAPara el ejemplo que les di, si me acerco al
punto x = 2 viniendo asi —, la funcién toma el valor 4. Si me acerco
a x =2 viniendo asi « la funcion también vale 4. Esto me esta
diciendo que la funcion es continua en x = 2.

Vamos a este otro ejemplo: Me dan una funcion que esta definida de
esta manera:

Xty 14 SC X &1

'FU() = (on F R —IR
X+ S¢ XXt

Voy a hacer el grafico. Puedo hacerlo dando valores o pensando un

poco. La primera parte es una parabola y la segunda parte es una

recta. Esto da algo asi:

N }: LXe 3

"ﬁ:x"ﬂf'

L

Pregunto: ¢ Es continua la funcion en x = 1 ? Rta: Bueno,
acerquémonos por derecha y por izquierda y veamos que pasa:
Veo que viniendo por la derecha la funcion vale 5y viniendo por la
izquierda la funcion vale 2. Eso me esta diciendo que la funcion no
es continua. Vamos a este otro ejemplo. Una funcion que esta
partida en 3. Viene definida asi:
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~ X+q S¢ X<l
frR—=>R Fex) = o & w

A+ ¢ X »2

De acuerdo a lo que me dice la definicion, voy dibujando la funcion.
Primero dibujo lo que pasa antes de llegar a 2, después justoen 2y
después para x mayor que 2. Da algo asi:

Miren bien, chicos. ¢ Es continua ? No. Aojo ya ve que no es
continua porque el dibujo pega un saltoenx =2. ; Loven ?

Ojo ! La funcion 3 en x = 2 | Ahi f(x) Vale cero. Sin embargo no es
continua. Para poder probar esto tengo que aplicar la definicion
rigurosa que es la de ir acercandose por izquierda y por derecha.

Si hago eso, veo que viniendo asi — la funcion vale - 1. En cambio,
si vengo asi — la funcion vale 5.

¢ Sera continua la funcién ? Rta: NO, porque los valores no
coinciden.

Vamos a ver esto: quiero que tengan una idea del concepto de
asintota. Esto lo vamos a usar mucho después. Miren: tenemos una
funcion que va de los reales a los reales definida como:

Lo que quiero que vean es, a ver, ; qué pasa con la funcion cuando
me voy acercando al origen ? Bueno, la funcion se hace se hace
asintética al eje y. Bueno, y... ;Qué significa esto? Significa que la
curva se acerca mas y mas al eje pero nunca lo corta. Digo
entonces que la funcion tiene una asintota vertical en x = 0, La
asintota es el eje y.

¢ Y que pasa cuando tomo valores de x muy grandes ? (100, 1.000,
1.000,000). La funcion se acerca mas y mas al eje x pero no lo
corta. jentonces el eje x qué es? Rta.: Una asintota horizontal
cuando x tiende a infinito. Del lado negativo de la funcion pasa
exactamente lo mismo ¢ lo ven ?

TEOREMA DE BOLZANO

No voy a dar la demostracion de este teorema. Solo quiero que
entiendan la idea. Tengo una funcion continua en un intervalo.
Supongamos que de un lado del intervalo es negativa. Eso quiere
decir, dice Bolzano, que obligatoriamente, dentro de ese intervalo,
hay un punto en el cual la funcion vale cero. Miren el dibujo.
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VAIRES QuE Ton Lq Poligie FoRA DE A

FUNCIIN EN 105 EXmEnos Funcidv Dewrag
'F PEL (nTERVALO PEL INTEAVALY
Pl

e

Entonces, resumiendo: si en un intervalo (a,b) una funcion cambia
de signo, en ese intervalo habra un cero de la funcion. ; Lo ven ?

EJEMPLO:

Me dan una funcién continua y me dicen que solo tiene dos ceros.
Pero no

me dan la funcién, me dan un tabla:

Xx-4-3-2-10121(x)32-3-4234
Dibujemos estos puntos en un grafico y contestemos esto: ; En
qué intervalos de amplitud 1 estaran los ceros de f ?

s
° 3 4
L 7 4
1
o ¥ | O X ' { 1 N~
g b L . &
“o «y =% -1 U | [4
-1
[ -)
(] -y
]

Me fijo en qué intervalo la funcion cambia de signo. Veo que eso
pasa en (-3, -2 ) y en (- 0). Entonces en esos intervalos estaran los
dos ceros de la funcion. ; Como es el dibujito de la funcion ? Rta:
no lo sé. No sé que forma tiene. Lo tnico que sé que corta al eje x
en los intervalos que marqué. ; Lo repito ? Ahora veamos esto.
Supongamos una funcion continua que tiene ceros en x X2, X3y X4¢,
Qué pasa si estos ceros son consecutivos ? ; Podria la funcion
tener esta forma?

Pasa que entre dos ceros consecutivos la funcion no puede cortar al
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eje x. Eso quiere decir que entre dos ceros consecutivos, la funcion
debe tener todo el tiempo el mismo signo. Es decir, todo el tiempo
sera positiva o todo el tiempo negativa. ; Para qué me sirve esto ?
Rta: Para poder determinar intervalos de positividad y negatividad.
Pongamos esto en forma matematica:

SI TENGO UNA FUNCION CONTINUA QUE TIENE 2 CEROS
CONSECUTIVOS X1y Xp, ENTONCES:

VvV X € (x1,X2) , Fx)> 0 0 F(x) <0

La funcion podra ser positiva en ese intervalo o negativa en ese
intervalo. Pero no podra cambiar de signo.

EJEMPLO:

Me dan una funcion continua cuyos unicos ceros son: f(-1)=0y
f(1) = 0, Ademas me dicen que: f(-2) = f(2)= 2. Piden dibujar Ia
funcién en forma aproximada.

-
LGN

H%q uh—) 1‘ ) t i t

EE—
Como es exactamente el grafico de f, no lo se. Sin embargo se que
va a tener esta forma:

e I ntervelo | 51gn0 MF
-, e A
\\_ '," \Lma'” *
e (g | -
“% AN 0 % 1
‘\‘_." L U t-} +

e — ————
Esto es todo lo que hay que saber sobre el teorema de Bolzano.
FUNCIONES POLINOMICAS

Son funciones de este tipo:

l y € Foxy x4
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F(_X.] = XB-“

Ojo, las funciones cibicas no siempre tienen esta forma

alL.

Lo mismo con las cuarticas. No siempre son parabolas. Puede haber
cuarticas y cubicas que sean asi :

Un polinomio es una cosa que tiene esta forma:
_ M M1
Fnz amxMea, X" . ra,

A esto se lo llama funcion polindmica. Ojo, algunos de los términos
pueden ser cero. Por ejemplo puedo tener algo asi:

F(_,(): LX’-'LX + Y

Aca los valores de cada término son:
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Rasl 0,70, a,0-2 3 Aysd,
Si el polinomio fuera :

Femj= 4 XT-3 % max®yy
Tlr\%o . a,‘:q , 43:-3 , A= , aqm0 ? A, =1,

Ala potencia mas grande que tiene el polinomio se la llama GRADO
DEL POLINOMIO. Por ejemplo, las funciones lineales son polinomios
de grado 1. Las funciones cuadraticas son polinomios de grado 2.
Las funciones cubicas son polinomios de grado 3 (y asi siguiendo).
&Y qué pasa con las constantes? (los nimeros). Por ejemplo, ;qué
grado tiene el polinomio f(x) = 2 ? Piensen ; A qué potencia esta
elevadalax ?

Rta: Ala cero. Por lo tanto f(x) = 2 es un polinomio de grado cero.

Vamos a hacer un ejercicio. Me dan esta funcion polinomica y me
piden hallar los ceros y los intervalos de positividad y negatividad.

¢ Qué tengo que aplicar ? El teorema de Bolzano. Bolzano sélo vale
para funciones continuas. Eso anétenlo. Los polinomios de cualquier
grado son siempre funciones continuas. Vamos a buscar los ceros
de la funcion que me dan. Igualo a cero :

=0

¢ Qué hago ? § Hago distributiva ? Nooooo ! Al rev és !l Si hago
distributiva me complico mas. Piensen. Si cualquiera de los
paréntesis da cero, la funcion dara cero. Entonces las 3
posibilidades van a ser:
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(3x=)= 0
o (4x+4) -0

s(X-5)=0
De aca sale:
VY. 3¥-270 = IN=L o=r K=

e

. 4¥44 30 = Uk=-t m> X -y
(’
B. X-~520 = 4=5

——

Fijense una cosa. Un polinomio de grado n podra cortar al eje x a lo
sumo (como maximo) en n puntos. Por lo tanto, un polinomio de
grado n tendra como maximo n raices. Eso es importante.
Busquemos ahora los intervalos de positividad y negatividad. Tengo
que los ceros de la funcion estan ubicados asi:

@ O &>
v, ° 27, 1 5
=Yy /3

Lo que hago entonces es darle a la funcion valores que estén dentro
de estos intervalos. Como estos son todos los ceros de la funcion,
en esos intervalos la funcion tendra siempre el mismo signo. Tenia:
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Fixy= L3X-2)(yx+1) (x-5).

Entonces:
F(o) s (.3.0-?-) (%0*1)(_0‘5) =10 ("('9

F(i) s(31-2)(4.1+4)(1-5)7-20 « @

Fle) = 3.6-D(44H)(6-1) - @

Hago una tablita con los signos que obtuve y ya puedo dibujar
aproximadamente la funcion. Queda algo asi :

Whrvalo ;‘f;:q
FRiv)| o+
@2n 08 -
LS, to) @

Los conjuntos de positividad y negatividad van a ser:

Cip.s [--&j_’;)u(s,{-m)
C.=(-a)u(§.9)

Cpri-1 26
- - l ) F
H OTRO EJEMPLO
Dado el siguiente polinomio hallar los ceros y los intervalos de

positividad y negatividad:

o (X3 &) (—xi-
o= (X3 2y (-x2-x ¢2)

¢ Coémo
hago en este caso? Bueno. Aca tengo que darme cuenta de que
puedo sacar equis factor comun en el 1er paréntesis. La cosa

4

-
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quedaria:
X (X3 d) (x2-x+2) =0
“

Igual que antes, tengo 3 posibilidades para que todo el bicho dé cero.
Estas posibilidades son:

) X =0
(x4 -
X-3)=o

3) (- x2-x+2) -0

De aca saco todos los valores de x que hacen cero el asunto. (ojo
van a ser 5) Lo que sigue es todo igual al ejercicio anterior. Creo que
lo pueden hacer solos. Chicos, les recomiendo que no se atrasen.
Hagan los ejercicios de la guia. Cualquier cosa que no entiendan,
pregunten.

EJERCICIO:

DADA LA FUNCION

P N
Faxys= x3ext. ax-y
PROBAR QUE T
TIENE CEROS EN LOS INTERVALOS (1,2), (4.5)Y (41,42)

Para resolv er esto uso el teorema de Bolzano: si de un lado del
intervalo la funcion es positiva y del otro lado es negativa, quiere
decir que por el medio la funcion deber ser cero. ( Esto vale para
funciones continuas, no se olviden) ; Qué tengo que hacer ? El
primer intervalo que me dan es el (2). Entonces tengo que
reemplazar x = 1 en la funcién y x = 2. Si uno da positivo y otro da
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negativo, eso querré decir f tiene un cero en ese intervalo. Veamos:
1S
Flxys x3e Xto2x <

13,4 24 -2

u

= F(a)

Fla) = =2« Do’ Nevativo,
fla) = 23+ 2a*-2.2-2

Fra) = 6 €= vosiTvo.

La funcion tiene un cero en el intervalo (2). Voy ahora al intervalo (4,
5). hay que hacer todas las cuentas. Yo les pongo el resultado:

Flag) s 442+ 14 -2, qu-2
= Flug): -0,04( « b6 O
Feas) = 160 4.5%-2. 45 -2

= Fas)s 0,625 « b @

Por el teorema de Bolzano la funcion tiene un cero en el intervalo
(1,4; 1,5). Para el intervalo (41 ; 42) me da: 1(41) = 0,028 ; 1(42)=
0,039. Bueno, asi vamos conociendo con mas exactitud el valor de
la raiz. Sabemos que esta entre 41y 42. ; Podria haber MAS de una
raiz en ese intervalo ? Piensen. Si, podria. El enunciado no aclara
nada al respecto. Lo que sabemos es que por lo menos hay una
raiz

Hay algunos ejercicios que piden hallar un cero de la funcién con un
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error menor que 0,001. Lo que estan pidiendo es que calcule x con 3
decimales. Eso es todo. Lo que hay que hacer es esto: sé que la
funcion tiene una forma asi:

Tengo que ir probando con muchos valores entre 1,41y 1,42. Hasta
lograr un valor de x tal que f(x) sea menor que 0,001.

Uno no puede saber a priori donde esta la raiz. Sabe que esta entre
1,41y 1,42, pero ... ; donde ? Entonces voy dando valores. Voy
probando hasta pegarle. Se que es un plomo pero es asi. Dificil que
tomemos esto en el parcial. No nos interesa que se maten haciendo
cuentas.

Los ejercicios que siempre se toman son parecidos a estos pero
tienen una variante. Suele dar un polinomio de grado cubico como
por ejemplo:

fixys X3-3%3-2X +y

y dicen que una de las raices es 1. Suelen pedir hallar todas los
demas raices e indicar los intervalos de positividad y negatividad.
Para poder resolv er ejercicios de este tipo tienen que saber factorear
polinomios. Ese es el tema que voy a explicar la clase que viene.
DIVISION DE POLINOMIOS

Supongamos que quiero dividir f(x) = x4 -3x3+x2-4 por g(x) =2
x2+3x - 1. Voy haciendo esto:
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ZX“—}X’{.X"-H ! LX¥+3X-1

el

il X 3*1)("-\{ R revitado oy
—¢x? s — la division
—_— Lcocuate)

1ty -y

" ""’%x-i'_

[~

X,
2

~lw

<« Mito

La division se termina cuando el resto tiene grado menor que el
cociente. Siempre el cociente de la division por el divisor mas el
resto me da el polinomio original. Quiere decir que:

En el caso anterior:

F(_x) L& &)

e F
o

Fex) = %(xj Y + M)

(2x243x-1)(x?-3x+ B)e(-xed) s 2xt -3 xdexty

TEOREMA DEL RESTO
Supongamos ahora que tengo un polinomio f(x) y lo divido por (x-a).

S¢ {-u\%o ’ F (0 Laza
f) 4w

Pordo forns uto Comeo:
Fexy = (x=-a) 3 + T

h Xza: 0 :
o ago Feay = L},/a\) % (ay * Mo
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=>l F(_q) = Tetho |

Fugs xt+2x+2 % 8(x) = X-1

EJEMPLO:

Entonces, puedo decir cual va a ser el resto de la division (sin dividir
los polinomios) Estoy dividiendo un polinomio f(x) por otro de la
forma (x —a ). En este caso a = 1. Entonces reemplazo x = 1 en el
polinomio:

=> rl,S{'o: F(‘_a): 17._._1_4‘_2

5

=> reStg
OTRO EJEMPLO:
HALLAR EL RESTO AL DIVIDIR

3 2
Fexy = RP=2x*¢1x-2 por x43.
En este caso vuelvo a usar el teorema con a = -3. Entonces Lo que
hay que hacer es solo aplicar el teorema.

fastos Fi-3) = (+3)%= o(-3)%

+2(-3) -2
Resto =- 53

¢ Qué pasa ahora si el nimero a es justo una raiz del polinomio ?
Rta: Tiene que pasar que f(a) es cero, es decir, el resto sera cero.
Esto lo vamos a usar. Traten de entenderio.

Vamos a hacer un ejemplo. Supongamos que me dan:
Fexye xd v X2 -yy -y

Y me dicen que x =- 1 es una raiz. Me piden sacar las otras 2
raices. ; Como hago ? Primero pruebo aversix =-1es
efectivamente una raiz

Frony s (124 (-0 -H(-Y -4 - -1¢1td-Uy
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= fen=0  (variriem)
———

Lo que hago es
dividir el polinomio que me dan por el término ( x — la raiz).
Entonces, en este caso me queda ( x —(-1) ) =x + 1. Hago la
division choclaza :

)34 xt-yy-y [ X+41

T X3k Xt -y

“4x- Yy
TeYX -y
)

¢ Qué logré con esto? Logré que ahora puedo expresar el polinomio
como:

“x3ext-yx-y = (%+4) (x*-4) t O

Esto es lo que se llama factorear el polinomio. Con el polinomio

factoreando ya puedo saber las demas raices. El paréntesis (x2 —-4)
lo puedo poner como:

(#24) = (x5-2%) = (X +2) (x-2)

Entonces las 3 raices del polinomio que me daban son:

Xq4=-1
)(7_-'-""?.
X's:'?-
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Teniendo las 3 raices ahora podria hallar los intervalos de positividad
y negatividad. A eso apunta todo esto. La idea es que aprendan a
factorear polinomios para hallar los intervalos de positividad y
negatividad. Eso es todo.

Si por ejemplo, me dicen que tengo un polinomio de grado 3 cuyas
raices son x1=1, X2=-3 y Xx3= 4, eso quiere decir que el polinomio
tiene que tener la forma:

Fix) = (X=4) (x43) (X -4)

Lo dnico que hay que darse cuenta es de que todo el polinomio
podra estar multiplicado por un nimero a, y las raices seguirian
siendo las mismas. Es decir que puedo poner a f(x) como:

Fix)z A (X=1) (X+)) (X-4)
S —

El valor a podria ser cualquier nimero ( 2, 3, etc)
EJEMPLO: HALLAR UN POLINOMIO DE GRADO 3 QUE TENGA
RAICESEN x=0,enx =3, enx=-3y QUE EN 2 VALGA(f(2) = 1)
Hago lo mismo que hice recién. Me dicen que las raices son: x4 =0,
X2 =3y x3=-3. Quiere decir que el polinomio tendra que tener la
forma:
Pero atencion! Todo esto puede estar multiplicado por un nimero a.
Entonces:
Hasta aca vamos bien. Ahora hay que considerar la parte que dice
que f(2) tiene que ser 1. Hago:

Flayz .z (2-3)(24d) =
=> &.2(-1)(s)=1
=2 Q. (-10) = 1

= a4
1
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Entonces el polinomio pedido es:

- 1 X B
o 2 < (%-3)(%+3)

OTRO EJEMPLO:

DICEN QUE LATEMPERATURAEN FUNCION DEL
TIEMPO SIGUE ESTAFUNCION: ACLARAN QUE
PARAESTAFUNCION t=0 CORRESPONDE ALAS 6
DE LAMANANA. Hago Ia representacion de f(t) que me da asi:

Los intervalos de positividad y negatividad son los que marqué.
Supongamos que me piden probar que entre las 12 y las 13 horas la
temperatura fue de 32 °C. Hay que darse cuenta que la equiv alencia
es la siguiente:

| Whangd A¥ Tvey
AT gt

b —t—

]
S iy
N,

S%. L Wer erw
e — 2 & e as
. e iy '] K

Lo que estan pidiendo entonces es probar que para t comprendido
entre 6 y 7 la funcion vale 32. No se compliquen, chicos. Miren el
grafico. Lediat el valor 6 y que pas6? Obtuve que la temperatura a
esa hora (las 12) era 32,4°. Veamos que pasa una hora después.
Una hora después significa las 13 hs, es decir, t = 7. Le doy el valor
t a la funcion y saco la temperatura.

Fle-+)= 005 7 (3-1)[7-24) = 2a,35°C.
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¢ Entonces qué pasa? Pasa que la representacion seria la siguiente:

324 3%

C

0 23175"(.

l

FCEnm) =T (213m)

'
{
t
\
)

—~ . .

La funcion es continua. Quiere decir que si en un momento la
temperatura era de 32,4° C y en otro momento era de 29,75 °C,
debié haber algin momento intermedio en donde la temperatura fue
de 32 °C.

EJERCICIO

HALLAR UNAFUNCION DE GRADO 3 SABIENDO
QUE CORTAALEJE XEN LOS PUNTOS 0,1y-3Y
ADEMAS f(-1) =1.

Lo que hago es poner el polinomio en su forma factoreada. Las
raices son: x4 =0, Xo= 1y X3 =-3. Entonces el polinomio va a ser :
Ahora, no me tengo que olvidar que en su forma general el polinomio
esta multiplicando por un nimero cualquiera a. Entonces:

Me piden ahora que f(-1) valga 1. Le doy a la funcion el valor - 1y
lo igualo a 1.
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Py = 12 a () (+1-1) (4 +3)
= Feys1=a (002 (2)

= 1=A4.4

4
S a- 2
L{

El polinomio buscado es:
EJERCICIO
SABIENDO QUE EL POLINOMIO

‘F(x): XB_};: X"--}i’(*"

CORTAAL EJEEN X (2, 0), CALCULAR:
a) TODOS los puntos del grafico donde f corta al eje x.

b) Los intervalos de positividad y negatividad C+y C.
c¢) Hacer el grafico aproximado de f.

Este tipo de ejercicios tienen que saberlos porque siempre los
tomamos en los parciales. Sé que una de las raices es x = 2.
Entonces puedo factorear al polinomio dividiéndolo por (x-2).
Fijense:

s¢ fuy= x’-% Xt 3% et

poedo powr 1 Fiyy- (x-2) .9 + O
rasto

El resto tiene que ser cero por el teorema que dice que si a es raiz
del polinomio, el resto vale cero. Entonces divido.
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wi-3 x4 3y g X~
z z
Yoz xt xtedx. 1

e \ ¢ :
ML Y
i 3 R e da gt
L '.{’:, 13
El polinomio

factoreado queda: f(x) = (X —2 ) (X2 + 1/2 x - % ) + 0. Para sacar
las raices del paréntesis ( x2+ 1/2 x - % ) lo igualo a cero y uso la
ecuacion cuadratica:

AN ML T, (T
PR 2

“Ar [l |
T X K R B
2.1 2

= Xz d oM Xs

Entonces, las raices del polinomio f(x) son: x4 =2 ,Xx2=%y x3=-1
Puedo escribir a esto como:

Co = 7—;%;"“}

Ya contesté el punto a) que pedia hallar los puntos donde f(x) corta
al eje x. Voy al punto b), que pide los intervalos de positividad y
negatividad. Entonces voy a escribir el polinomio en su forma
factoreada. Eso queda:

1(x) = (x-2) (x - %) (x+1)
Ahora hago la tablita:
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INTERVALO | Stgvo dE Fux)

(= ")
('11 1/1')
(e ¥

(2, +)

estos signar Salen i reemplazas
; 1 &— * por algdn valor cualquiera. qug
este comprendido ddntro duf
intervalo que  eshy  wngurando,

No hace falta que hagan toda la cuenta. Interesa solamente el signo
que la funcion toma en ese intervalo.

c) Sabiendo los intervalos de positividad y negatividad puedo dibujar
el grafico aproximado de f. Eso da asi:

f:(M 4 P

® |® @ =

= O "/z

-0

Quiero aclararles una cosa. Supongamos que tengo un polinomio
como este :

Fexyz 2x?+ xt+4

Cuidado ! Para hacer la division la division de este polinomio por otro
tengo primero que completar el polinomio original con los términos
que faltan. En este caso daria:

Fotys ax3ex*+fox) +1
\estc., Falta, .

ECUACIONES BICUADRATICAS
Chicos, miren un poquito esta ecuacion:
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Vg
F(,\») = - QX@*' 0

Lo que hay que hacer para resolv er estos ejercicios es llamar con

otra letra a x2. Por ejemplo “y”. Me queda:
Esto si lo se resolver. Es una cuadratica comun. De aca saco 2
valores, y 1 e y2. bueno, usando la cuadratica me da:

Tx= D

\I - lj
Pero atencion | Ahora para sacar los

X, tango que hacer: x =y (porque y era igual a x2) De manera
que en realidad obtengo 4 valores por el doble signo de la raiz. Estos
4 valores son:
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X1$’*\J?
X:_:"J-f'—‘

X}:*’Z

xq.’.‘¢'L

Las ecuaciones bicuadraticas no tienen nada de complicado. Sélo
hay que hacer el reemplazo x2 igual a y para después hacer las
cuentas. ; Qué es lo Unico de lo que no me tengo que olvidar ? Rta.
Del doble signo de la raizal hacer x =y . Esto es todo.

EJERCICIO TIPO PARCIAL
HALLAR LAS RAICES DEL POLINOMIO
SABIENDO QUE CORTAAL EJE XEN X=-2.

Bueno, aca se que -2 es raiz de la ecuacion. Entonces puedo dividir
al polinomio que me dan por ( x + 2 ) y el resto dara 0. Entonces,
completo el polinomio y lo divido:
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3xY 4 oxt-qxteex LX+2

= 3xY 4 63 IX3-Cxt¢3x

-6x3-9x% 4 gx
T o6 Xx® 1yt

IX2 46 x

3xt 46X

o
El polinomio factoreado queda asi:

Fex) = (X+2) [333-6x*¢3x) 40
Ahora... jComo factoreo al polinomio

3X3-6x%*43x 7

* Bueno, tengo que darme
cuenta de que puedo sacar el x como factor comun. Quiero decir
que puedo poner:

33 ~gxteax = X (3x-6x+2)

Las raices del paréntesis de la derecha las puedo sacar aplicando la
cuadratica. Si hago todas las cuentas me da:

X1:1 ’a' X?.-:1

Es decir, 1 es raiz doble. Puedo factorear ahora a 3x2 - 6x + 3. Lo
puedo poner como a (X - X1) (X - X2). Me queda:

3x3-6X +3 = 3 (x-1) (x-4)

Finaimente el polinomio f(x) factoreado sera:

Fux) = (X ra)3x(X~1)(x-1)

COMPOSICION DE




FUNCIONES
Si uno tenia un conjunto de partida A, y o agarraba un elemento x de
Ay lo mandaba a B a través de la funcion f(x). Eso lo simbolizamos
con este dibujo.

£

CONJUNTO DE ConyunTo BE

PARTIOA €— uezoears.

(DoMIN10} {codomtmip)
A B

¢ Se acuerdan? ;Qué pasa ahora si a lo que obtuve (f(x)), le aplico a
su vez una funcion g y lo mando a un conjunto C? En ese caso el
dibujo seria asi:

F
" [Fc:()

A B c

Esto que hice se llama hacer una composicion de funciones. Es
decir, componer a una funcion f con una funcién g es hacer la
cuenta g[f(x)]. Vamos a anotario asi:

4 Fm]=z9oF
¥ s <

SE LEE: 42 Se le: Efe
A e.aFld.L& CDP‘“‘PW&*‘A\ con 3

No se preocupen mucho por esto ahora. Ya lo van a entender mejor
al hacer los ejercicios. Miren este :

EJEMPLO:

DADAS LAS FUNCIONES
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Fxy=X+3  aue vya IR =R »

4 )= wE ot Vo IR IR

HALLAR f COMPUESTACON g Y g COMPUESTACON f.
Analicemos primero las funciones que me dan:

v o fsXed
Y Domy =R
3 Dom {f)= IR X+ T £4L )
|0, +>
5 < (=R !

Analicemos lo que obtuve. Al hacer la composicion me dio:
Lo (onw-ponc(o% e Feey= X+3 con 3.“, = X% Da:

Yofiy= 9 [ch)] = YLre3)= (%4332
3 DO{" [%o‘:‘(l\]; R

et 7
It r_go fol= (o, +a)
-3

Lo hago ahora al revés. Hago f O g (x). Me da:
Fotea=F iy = Flam:nres

Do [ fag) - IR
Pt L . S U:oal: L3,+=)
— —

Quiero que vean que componer f con g no es lo mismo que
componer que componer g con f. ( Lo vieron, no ? )
Ahora vamos a este otro caso: Supongamos que me dan

F(_;c):_:[ M (X)) = X+

¢ Qué pasa si quiero hacer f de g(x) ? Veamos:
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FLywn] - -F[x+13=-;1—1-

Fijense. No le puedo dar a esta funcion que obtuve el valor x = -1.
La funcion 1/x+1 no existe en x = -1. Entonces:

bora[Fogl= R =41}  Im[€o8]R-{o}

Lo que quiero que vean es que la composicion f O g se va a poder

hacer siempre que la imagen de g(x) esté dentro del dominio de . Es
decir:

9 €
// A B CT
Dor(NIO DE A Dopivio DE £ (DEBE MaGswN DE
CNTENER A LA Ipm, (§) Fo 4

OTRO EJEMPLO
Commponer : Foa =X et 4 002X

queda: %o f‘(x) = 3 ZFL:()] = z[xl+1j = xteq-2: X2-1

¢ Cuales son el dominio y la imagen de la composicion?
Dotm ($oF)= R, Im(4oF)=[-1, +a)
gz k1
-1

Hagamos ahora el revés y vamos que pasa:

Te dog=T[8cal)= Fic-u)={x-4%4 1



El y‘afF-((.o daria as’: —

1
b
#——‘—_5
Dopm (Fol)=IR I (Fog)=[1, +@)

OTRO EJEMPLO MAS

" V=i ¥rixes

FoazVX % 8oaz3Xeq

Los dominios y las imagenes de estas funciones son:
Dot Fx) 2= R>0 Do 8 < IR
Im Fog = Ryo0 I d- R
Fijense que puse que la Im de f(x) eran sélo los reales may ores o

iguales que cero. Eso lo hice para que la funcion f(x) = x fuera
funcion: Hago primero g de f de x:
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¥lFal: 4[mI=3me1 =
Yofun = 38X +1
ECdomuno g la IMAn gt 4 Fryy Son:
Do [ 4.6] = R0 In[9 oF) = [, +a)
Aot al TS Fu),ac,,
Frodeny = FLaY = F{yned] = [Txan
= Fa%:m

Dopw ( Foy) - L‘%: o)
I [Fogﬂz R>0

Vamos ahora a esto otro:
Compangamos: Loy = Xt Con a“]:)(fZ. H“&"-‘
Foz :{:La(ﬂ}:{:i’(*"] :l_)(-lv?_)z
=27, fog_—(xn)‘

Hagarwos al revés m yviatvoS ue pasa:
Yof=3[Fw] A L] = #teq

=2 3 0 ¢ = Xre L
Lo que quiero que vean es ésto jQué paso con el grafico original de

89



la funcion x2? Bueno, hagamos algunos dibujos:

-4 3 3
¢Aqué voy? Voy a que componer una funcion f cualquiera con una
funcion lineal, lo que me hace siempre es correrme todo el grafico
en alguno direccion asi: — o asi « o para arriba y para abajo. Eso
si es importante. Anétenlo. Componer una funcién cualquiera con
una funcion lineal hace que el grafico de esa f se corra para arriba,
para abajo, para la derecha o para la izquierda.

Chicos, ahora presten atencion. Vamos a ver un tema que en
general siempre les cuesta bastante. Anoten:

CAMBIOS DE ESCALA
Ahora vamos a ver composicion de funciones que provocan
cambios de escala. Supongamos una funcion asi:

~e— F
b oo~ F = [-2, 1]

sq o 1 X

Si la funcion lineal que me dan es f(x) = 2x, la composicion f[g(x)] lo
que hace es achicarme el dominio.

Flgeal = F L

Es decir que el dominio de la funcién compuesta va a dar asi:

Fotu)

F )

g TR o 1/1 1

Esto tienen que pensario un poco. Vamos a esto. Dejo la funcion f
como esta y tomo g(x) = - x. La composicion da:
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Fo 3= FL19Ts Froxy

Quiere decir que lo que antes pasaba para x, ahora va a pasar para
—x. Eso se ve bien en el grafico. Miren. El grafico queda igual pero
para el otro lado. Es como si se hubiera reflejado en un espejo:

= - H ]
Quiero componer ahora

pero al revés. Voy a hacer g[f (x)]:

& Fa §lo = -x

-1 1
Doh F:[-}_‘»l_l

g[f(x)] lo que me hace ahora es reflejarme todo respecto al eje x.
Eso me daria algo asi:

S fw

Lo que tienen que entender es que componer una funcion cualquiera
con una funcion lineal provoca cambios de escala o corrimientos a
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la derecha o a la izquierda o arriba o abajo. La funcion se puede
agrandar, se puede achicar, puede reflejarse sobre el eje x o sobre el
eje y. Eso es lo que quiero que vean.
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FUNCION INVERSA

Recta a 45° ( Espejo )
FUNCION INVERSA

Ustedes saben que puedo tener una funcion F que va de un
conjunto A a otro conjunto B. Ahora busco la funcién INVERSA, es
decir la funcién que va de B a A. Pregunto: ¢ Siempre existira esa
funcion ? Fijense en este ejemplo:

AfBAf'B

¢, Podria ser F-1 una funcién ? Respuesta: no. Fijense que no. Hay
dos cosas que no se cumplirian. Por un lado habria un elemento que
no tendria imagen (). Por otro lado habria un elemento con dos
imagenes ()

Entonces, ¢qué tendria que pasar para que existiera funcién inversa
?Y bueno, de cada elemento tendria que salir UNA SOLA flecha y
esa flecha tendria que llegar a UN SOLO elemento. Es decir, tendré
funciones inversas cuando tenga graficos de este tipo:

ESTAFUNCION PUEDE TENER INVERSA

Esto escrito en forma matematica queda asi:
1) se debe cumplir que Imagen f = Codominio F 2) dado un elemento
Y o que pertenece a la imagen de F, debe existir un Unico xg que

pertenezca al dominio de F tal que F(XO) =YpAestas dos cosas le
vamos a poner nombre. Decimos asi (esto anétenlo):

FUNCION SURYECTIVA: una funcién es suryectiva si la imagen de
la funcién coincide con el conjunto de llegada (codominio).

FUNCION INYECTIVA: una funcién sera iny ectiva si cada Yq es
imagen de un unico elemento del dominio.

Ahora, si una funcién es suryectiva e inyectiva a la vez decimos
que la funcién es BIYECTIVA Siempre que una funcion sea
BIYECTIVA tendrd inversa. Vamos a ver algunos ejercicios para
reconocer cuando una funcion es biy ectiva, suryectiva y todo eso.

EJEMPLO: Dada la funcion f(x)= x + 2 decir si tiene inversa.
Bueno, hagamos el grafico:
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y—y=x+2
X

El Codominio son todos los reales. La imagen de la funcién también
son todos los reales. De manera que la funcién es suryectiva. Toda
la imagen coincide con todo el codominio. 2Para saber si es

iny ectiva tengo que fijarme si existe algun valor Y g que sea imagen
de dos elementos. Para eso trazo una recta paralela al eje x y me
fijo si corta la funcién en mas de un punto.

Yo

Veo que la recta corta en un solo punto, = la funcién dada es
iny ectiva. Conclusién: F es suryectiva e inyectiva, = F es
biyectiva y tiene inversa.

Vamos a este otro caso: Miren esta funcion:

— f(x)= x

Veo que la imagen son R20. El codominio son todos los reales, por lo

tanto F(x)= x2no es sury ectiva. Si trazo una recta horizontal, veo

que corta el grafico en mas de un punto. = la funcién dada tampoco
es iny ectiva. Entonces... ¢, tendra inversa ? Rta : No, por que no es
biy ectiva.

Ahora vamos a hacer unos ejemplos mas:

EJERCICIO: Dado el siguiente grafico:
a) Resolver la ecuacion F(x)=0.
b) ¢ Para qué valores tiene solucion la ecuacion F(x)= Yp?

a) Bueno, ¢, cuando la funcién dada valdra cero ? Me tengo que fijar
para Y= 0, cuanto vale x. Mirando el grafico veo que F(x) es igual
a cero en X=0, por lo tanto la respuesta es X=0.

Si me piden cuando la funcién dada vale 1, trazo una recta horizontal
en Yo =1y me fijo donde corta a la funcion. El x correspondiente al
lugar donde la recta corte, sera la solucion.

Esta recta trazo —
x Esta es la solucion

b) Ahora, ¢, entre qué valores puedo mov er la recta horizontal tal que
corte a la funcion?. Bueno, entre —2 y 2. Cualquier recta horizontal
que esté en el intervalo (-2;2) corta la funcién en un solo punto.
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Por lo tanto, la ecuacion F(X) =Y tiene solucion para todos los Y ge
(- 2, 2). La funcién dada, ¢tendra inversa?. Bueno, asi como esta
no, por que la Im f = (-2, 2) y el codominio son todos los reales, de
manera que en principio la funcién no seria suryectiva. Sin embargo,
si restrinjo el codominio y digo que el codominio de f = (-2, 2) ,
entonces ahi si la funcién seria sury ectiva.

Esto de restringir el dominio o el codominio se puede hacer. Ahora:
¢la funcion dada es iny ectiva? Si, es iny ectiva porque rectas
horizontales la cortan en un sélo punto. Es decir, que si restrinjo el
codominio la funcién dada es biy ectiva y tendra inversa. Si no
restrinjo el codominio, la funcién no es nada. Fijense entonces que
el hecho de que una funcién tenga inversa o no, depende un poco de
cudles sean el dominio y el codominio.

Vamos a otro ejemplo.

EJERCICIO:

Dada la funcion F(x)= x2+ 3 decidir en qué caso existe por lo
menos una solucién de la ecuacion F(x)= Yp. Bueno, supongamos

que me dicen que Y= 7. Me queda:
Fx)=7=x2+3=T=x?=7-3=x=4=x=%2

¢ La funcion dada sera iny ectiva?. No. Porque hay dos valores de x
(2 y —2) que vayan a parar al mismo Y (7). Esto se puede ver en el
grafico

—y = x2 +3

7

22

Es decir, la ecuacion: x2+3= Y g tiene solucion para todos los Y 23.
¢ Sera unica la solucion? No. Siempre tendré dos soluciones. El
unico caso donde tengo una sola solucion es para x=0 (ahi la funcién
vale 3). Ahora piensen: F(x) = X2 +3 ¢cuando tendra solucion la
ecuacion f(x)=Y¢? Y bueno, hago F(x)=Yoy me fijo qué pasa:

X+3=Yo=>x%=Yg-3

= x=yo3

Lo que se tiene que cumplir es que Yo — 3 sea may or que cero,
entonces:

Yo-320=Yp23
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La ecuacion F(x)=Y g tendra solucién siempre que Y sea mayor o
igual que tres. La imagen de la funcién sera [3; +«). Lo importante
de entender es esto: ¢ qué hacia la funcién F(x)? Yo le daba un x y
ella me daba un Y.

Ahora... ¢qué hace la funcién x = y -3 Exactamente lo contrario. Yo
le doy un valor de Y, y ella me da un x.

A esto apunta todo este asunto de las funciones inversas. ¢lo ven,
chicos?.

EJERCICIO: Dada la funcién F(x)= (x-1)2+ 2 que vade R enR,
decir si:

a) ¢es inyectiva?

b) ¢es suryectiva? c) Calcular la imagen.
Despejo x de Y= (x-1)2 +2.Mequeda:y —2=(x-1 )2
Sx-—1=ty-2=>x=12y-2

Me queda entonces: x=1+y -2

¢ Cudl sera la imagen de la funcion?. Tenemos que lograr que la raiz
no me de negativa, entonces:

yz0=>y-220=>Y22

Entonces la imagen de la funcién sera Imf = [2; +~). Eso también se

ve si grafico la funcién original que era F(x) = (x-1)2 + 2. Es una
pardbola. Ustedes ya saben eso. ¢ El vértice esta en donde ? Rta:
En(1;2).

—y =(x-1)2+2
2
1

Ahora, ¢ sera suryectiva la funciéon?. No. La imagen son todos los
reales mayores o iguales que 2 y el codominio son todos los reales.
La imagen no coincide con el codominio y la funcién no es

sury ectiva.

¢Es inyectiva?. No, tampoco. Fijense que si trazo una recta
horizontal ella me corta la funcién en dos puntos = no es iny ectiva.
¢ Tiene inversa? No. No es biyectiva, asi que no tiene inversa.
Ahora quiero que vean algo. Vamos a hacer que la funcién tenga
inversa. Fijense: Para hacer eso tendria que cambiar un poco la
funcion. Es decir, elimino la parte que me hace que la funcién no sea
inyectiva. La cosa queda asi:
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Y= (x— 1)2 +2 Lo saco—
ConDom F =R=1

Es decir, restringi el dominio para que la rama izquierda no exista. La
funcion ya es inyectiva. Ahora tengo que hacer que sea sury ectiva.
¢ Como hago ? Piensen. Lo que tengo que hacer es restringir
también el codominio. Digo:

Cod f=[2, +=)

Ahora el codominio coincide con la imagen y la funcion es
sury ectiva. Entonces la funcion esta:

Cod (f) Y= (x — 12+ 2

2

1 Dom (f)

Va a ser biyectiva. ¢ Tendra inversa? Y si. Justamente si. Para eso
hice todo esto de restringir dominio y codominio. Chicos, una cosa.

Para hablar de la funcion inversa de F la ponemos asi: 1. Ahora,
ojo. Esto no quiere decir “hago la cuenta 1/F”. Nada que ver. Por
favor, no me hagan horrores en los parciales. Cuando les piden:

“Hallar F~1 estan queriendo decir que busquen la funcién inversa.
Nada mas. El asunto de poner que la inversa de F es F'es sélo

una manera de escribirlo. F™'es sélo una notacion para expresar:
“funcion inversa de F”. Es decir, lo que tengo es esto:

f

AXYp

1

La funcién va del dominio Aal codominio B. La inversa va al revés,
del conjunto B al conjunto A

Volvamos al ejercicio. Me habian dado la funcién F(x)= (x-1)2 +2.
Llegué a la conclusion que restringiendo el dominio y el codominio,
podia encontrar la inversa que era: F(y)=1+y -2

Ahora vean esto. F(y) es 1 ¢ s i? Bien. 4 Coémo hago para
graficarla ?. 4, Le doy valores aY y saco los de X? No. Primero lo
que tengo que hacer es reemplazar la Y por la X para poder
graficarla. Tenia: F(y)=1+y -2
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Cambiando la Y por la X me queda: F(x)= 1+ x -2

Ahora si, ya la puedo graficar. Tengo que darle valores a x y saco
los de F(x). Noten una cosa. La funciéon no me queddé 1 + x -2 . Me
quedd 1 + x - 2 .Eso es por la restriccion que hice del dominio al
principio. Entonces, voy dando valores y me queda esto:

yY= (x-1)2 «— rectay =x

2
T x)=14+x-2
1X

Lo que quiero que vean es que el grafico de la funcién inversa es
simétrico al grafico de la funcién dada con respecto a la recta Y=X

Esto siempre es asi. Es como si la funcién F'fuerala F pero
reflejada en un espejo que seria la recta Y = X Esto no lo olviden.
Por favor. Repito: El grafico de la funcién inversa es siempre
simétrico al de la funcién dada respecto de la bisectriz del primer y
tercer cuadrante, es decir la recta Y=X

Por ejemplo, si me dicen que una funcién cualquiera tiene esta
forma: Yo sé que la funcién inversa sera algo asi:

Funcién y dada — —rectay=x

« funcion inversa

X

En los parciales siempre pedimos que calculen funciones inversas
y que las grafiquen. Por lo tanto, estudien esto bien. ;Hay dudas?
¢ Entienden? ;, Voy demasiado rapido ?

Bueno, vamos a ver otro ejemplo.
Hallar la funcioén inversa de
f

n~x -

1
x -1t 2 (si es posible). El dominio de

f=R-{ 1 }. El codominio son todos los reales.

Bueno, lo que voy a hacer es igual que antes. Tengo que despejar x.
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Entonces:
11f(X)=xqt2=>¥2=,_41=(x1).(y-2)=1
11=2x-1=y,_2=>X=1+,_

¢ Cudl es la imagen de f ? Bueno, segun lo que despejé, Imf =R - {
2 }. Ahora, ¢, Es suryectiva ? Y...no. Porque el codominio eran todos
los reales y la imagen son todos los reales menos el elemento 2. Por
un elemento la imagen no coincide con el codominio y la funcién no
es suryectiva. ¢ Qué tengo que hacer para que si lo sea ? Bien,
restringir el codominio. Digo que con el codominio Cod f= R-{2} la
funcion F(x) es suryectiva. Vamos ver ahora si la funcion es

iny ectiva. Bueno, hay que hacer el grafico de F y ver qué pasa
cuando trazo rectas horizontales. Miren.

El graéfico de y = era asi: x

—Y =1/x

¢, Como serd ahora el de F(x-1), es decir Y= 1/(x-1) ?. Bueno, tiene
que quedar toda la funcion corrida para allda — en 1.

1% x -1

1 ¢Y como sera el grafico de f (x) =y -1+ 2 ? Y bueno, ahora tengo
que correr este ultimo grafico que hice asi: 1 en dos. El grafico de la
funcion queda asi:

Yy = [1/(x-1)] +2

2

Recta 1 Xhorizontal—

¢ Qué pasa si trazo rectas horizontales ? Bueno, éstas cortan a la
funcién siempre en un sélo punto. Quiere decir que la funcién dada
es inyectiva. Fijense que la recta Y = 2 nunca corta a la funcion.
Bueno, eso no importa. Lo que importa, es que si la recta corta a la
funcion, la corte en un solo punto. No importa que haya una recta
que no la corte en ningun punto.

Conclusién, con la restriccion del codominio, la funcién dada es
sury ectiva. Aparte la funcion asi como esta es inyectiva. Por lo
tanto, con la restriccion del codominio la funcion es biyectiva y
tendra inversa. Ahora viene la pregunta: ;Cual es la inversa? Y
bueno, es la funcioén que a cada Y le hace corresponder un x, es
decir, es lo que tenia antes. Aver. ;qué fue lo que hice al principio?
Habia despejado la x. Bueno, esa es la funcion inversa. Entonces:
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1X=1+, 2ESLA FUNCION INVERSA'!

¢ Como es el grafico de la funcion inversa ? Y bueno, para
graficarla puedo aplicar la regla que dice que la funcion inversa tiene
que ser simétrica respecto de la recta Y = X Es decir que el grafico
me va a dar asi:

Funcién inversa Funcién dada

Atencion: ¢ puedo graficarla dando valores y haciendo una tabla? Si,
claro. Enla funcién f(y)=1+[1/(y —2)] reemplazo lay por la x.
Esto lo hago sdlo para poder graficar. No se olviden. Me queda:

1Y=1+,

Ahora si me quiero tomar el trabajo de darle valores a x y sacar los
de F(x), lo puedo hacer. Es un poco largo, pero lo puedo hacer. Con
esto podria verificar si el grafico de la funcién inversa me da
simétrico respecto de la recta y = x. Otra cosa mas que quiero que
vean es la siguiente: Tengo una funcién F. Hallo la inversa F1 La
funcion F era biyectiva, ¢ si ? Y la F ¢, Cémo sera ? Claro,

también biy ectiva. Es decir que F1 también tendra inversa.
Pregunta: ¢, Cudl sera la funcion inversa de la funcién inversa ?
Respuesta: la funcién dada. FUNCIONES CRECIENTES Y
DECRECIENTES (MONOTONAS)

Cuando una funcién crece todo el tiempo o decrece todo el tiempo
digo que es una funcién MONOTONA. Es como si fuera una funcion
“aburrida”. Todo el tiempo hace lo mismo: o crece o decrece. Miren
estos ejemplos:

12345
sube baja sube baja ver

FUNCIONES ESTRICTAMENTE CRECIENTES O DECRECIENTES.
Son funciones que no paran de crecer o no paran de decrecer. En los
graficos de arriba, todas las funciones son estrictamente crecientes
o decrecientes salvo el numero 5. E grafico nUmero 5 me muestra
una funcién que no es estrictamente mondtona. Eso pasa porque
hay un momento en donde la funcién es constante. No crece ni
decrece. Para saber si una funcién es creciente o decreciente lo que
hago es mirar el grafico. Si sube todo el tiempo es creciente. Si baja

100



todo el tiempo es decreciente. Mas adelante vamos a ver la manera
rigurosa de demostrar que una funcion es creciente o decreciente.

ASINTOTAS

¢, Qué es una asintota ? Bueno, son rectas a las cuales la funcion
se acerca pero nunca toca. Por ejemplo, si tengo la funcién

y

1
x 12, el grafico da asi: —q
«—Asintota hori- zontal eny =2
«— Asintota vertical x =1

¢ Cudles son sus asintotas? Bueno, en el grafico lo veo bien. Son
las que marqué. Ahora, dada una funcién ¢ cémo hago para saber si
tiene asintotas ? Bueno, miren, vamos a ver primero las asintotas
verticales. ; Qué pasa cuando me voy acercando al valor x =1 ?
Bueno, si vengo por derecha (« asi) la funcién sube cada vez mas
y tiende a mas infinito (+ ).

Si me acerco a x = 1 por la izquierda (— asi) la funcién tiende a
menos infinito. («). Es decir, acercandome a x = 1 la funcién tiende
a tomar valores muy grandes. Estos valores tienden a infinito. De
un lado es + =y del otro - ». Esta es la condicién para que haya
asintota vertical. Anoten:

ASINTOTAVERTICAL:

Una funcioén tiene asintota vertical en un punto x = a cuando
acercandome al punto a la funcion tiende a += 0 a «.

Para decir esto lo vamos a poner con la siguiente notaciéon usamos
la palabra limite que significa “ir acercandose al punto”. Por ejemplo,
digo que:

Lim

X

N

1+

F(x)=+

ESTO SE LEE: el limite de F(x) cuando x tiende a 1 por derecha es +
infinito Y

Lim
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X

—

1

F(x)= -

ESTO SE LEE: el limite de F(x) cuando -
x tiende a 1 por derecha es - infinito.

El poner 1* 0 1" es una notacién para indicar que me voy acercando
por derecha o por izquierda. Vamos a poner esto en forma
matematica. Fijense. Digo que:

UNAFUNCION TIENE ASINTOTA VERTICAL EN x = a Si: @+ F(x)=
+ « 0 Limy_,a F(x)= + «Limy_,

Ojo, el “0” no es excluy ente. Puede pasar una de las condiciones o
las dos a la vez. Vamos ahora a las asintotas horizontales. Aca pasa
lo mismo. Cuando me daban y

1
x 2, la funcién tendia a y = 2 cuando x tendia a infinito o a menos
infinito. -1

y

1

T2

Asintota horizontal en y = 2. Asintota vertical en x = 1 ASINTOTA
HORIZONTAL

La funcién tendra una asintota horizontal cuando tienda a tomar un
valor constante al tomar x valores tendientes a infinito o a menos
infinito

Puedo escribir esto en forma matematica usando el concepto de
limite:

UNAFUNCION TENDRA ASINTOTAHORIZONTALEN Y =b
CUANDO SE CUMPLA QUE:

Limy ,+e F(x) =b o Limy_,.. F(x) =b

Ojo, el nimero b no puede ser infinito. Tiene que ser un valor
constante como 1, 2, 500, 1.000,000 o algo por el estilo. Vamos a un
ejemplo:

EJERCICIO:

Hallar las asintotas para la funcién

f(x)= 3x +1

0
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Lo que tengo que hacer primero es fijarme cudl es el dominio. El
dominio seran todos los valores que NO hagan que se anule el
denominador.

Dom F(x)=R-{0;1}

Ahora, siempre los lugares donde se anula el denominador son
posibles candidatos a lugares donde puede haber asintotas. Lo que
hago entonces es tomar el limite de la funcion para x tendiente a
cero y para x tendiendo a uno. Si me da infinito o menos infinito,
tendré una asintota vertical en esos puntos.

¢, Como hago para tomar el limite ? Bueno, voy dando valores con
la calculadora y voy viendo qué pasa. Miren:

X F(x) 34 +1 Me acerco a cero —01-14f(x) =
0,00 -1004

1

¢ Qué veo? Veo que a medida que me acerco a cero por derecha, la
funcion se acerca a «. Puedo poner entonces que:

Limy 0+ F(x) =- =

x()0,01 - 104

¢ Es suficiente esto para decir que la funcion tiene una asintota
vertical en x =0 ? Rta: SlI, es suficiente. Después veremos qué
pasa cuando me acerco a cero por la izquierda. Pero por ahora, la
funcioén tiene asintota vertical en x = 0, Bueno, entonces
investiguemos qué pasa con la funcién cuando me acerco a 0°. Voy
dando valores con la calculadora, igual que antes:

x F(x)

Lafuncién toma-0.16 y10res cada vez .01 95 mas grandes -0,001 996
Veo que la funcion tiende todo el tiempo a mas infinito. Quiere decir
que del lado izquierdo la funcion también tiene una asintota v ertical.
Vamos ahora a X=1 ¢ qué pasa ahi ? Bueno, tendamos a
acercarnos a 1 por izquierda y por derecha. Veamos qué pasa.
Agarro la calculadora y hago miles de cuentas:

3x+1f(x)= x()

por X F(x) x F(x) Por0,9 - 41 1.1 39 « Por jzquierda
izquierda 0,99 - 401 1.01 399 derecha
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0,999 - 4001 1.001 3999 0,9999 -40001 1.0001 39999
¢ Qué veo ? Veo que la funcion tiende a +« por derecha y a « por
izquierda. Puedo poner entonces que:

Limy, T+ F(x)= + © y Limy_,— F(x)=

Bien. Con esto demuestro que la funcién tiene asintotas v erticales
en x = 1. Vamos ahora a las asintotas horizontales. ;, Qué tenia que
hacer ? Tenia que hacer tender a la funcién a +oy a <y ver qué
pasaba ¢, si ? Bueno, hago eso. Otra vez agarro la calculadora y
empiezo a darle valores cada vez mas grandes.

x F(x) x F(x)

10 0,3 -10 -0,26

100 0,03 -100 -0,029

1000 3 x 10°3-1000 -3 x 103
10000 3x 1074 -10000 -3 x 104

¢ Qué veo? Veo que Limy 4+ F(x) =0y Limy,_. F(x) =0 ¢Qué
comprobé, entonces? Comprobé que la funcién tiene asintotas
horizontal en Y = 0. Esto pasa porque la funcién toma un valor
constante cuando x — % «. Ese valor constante es Y = 0.

Ahora, quiero que vean para qué sirvié todo este asunto de buscar
las asintotas de una funcién. La cosa es asi: el tener las asintotas
de una funcién me ayuda a graficarla. Es decir, a ustedes les dan
una funcién... Ahora, ¢ Como saben qué forma tiene? Habria que
dar valores y seria todo un lio. Teniendo las asintotas es mas facil.
Fijense. Para la funcién dada sé que tiene asintotas verticales en x
=0y x = 1. También sé que tiene una asintota horizontal en y = 0.
Comprobé que los valores que tomaba la funcion eran:

Limy_,— F(x)= += ; Limy, ,0+ F(x)= =

Limy_,— F(x)= = ; Limy_, 1+ F(x)= +=

104



LiMys-e0 F(X)= 0 ; LiMy_y4e0 F(x)= 0

Eso quiere decir que la funcién que me dan va a tener esta forma:

1 x No sé exactamente cudl va a ser el grafico de la funcién, pero
sé que va a tener esta forma. Eso es lo importante.

Vamos a ver otro ejemplo de asintotas:

HALLAR LAS ASINTOTAS DE LAFUNCION f (x)=*2
-2x -3 x-3

Vamos. Fijémonos primero cual es el dominio de la funcién ¢ por qué
busco el dominio? Bueno, porque justamente estoy buscando los
puntos problematicos. Donde se anule el denominador voy a tener
posibles asintotas verticales. El denominador se anula en x =3 =
DomF=R-{3}

Muy bien. Ya tengo el dominio. Sé que voy a tener problemas en el
punto x = 3. Voy ahora al numerador. Quiero buscar los ceros de la

funcioén. Fijense: Tengo x2 - 2x — 3. Si hago la cuadratica, me da:
X1=-1_ Raices de x? - 2x - 3 x2=3

¢ Ahora qué pasa? Pasa que en x = 3 el numerador se hace cero,
pero atencién, x-3 también se hace cero en x = 3. Es decir, que en x
= 3 la funcién valdria 0/0. O sea, la funcién no existe en x = 3. (Por
favor piensen bien esto chicos !!) los ceros de F van a ser: ceros
deF={-1}(3NO!)

Ahora que tengo las raices del numerador, puedo factorear este
polinomio y ponerlo como: (x + 1) (x — 3). La funcion original que era
f(x) —Xx2-2x-3
0)0)

x -3

fix)= 0

queda:
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Busquemos las asintotas verticales ¢ se acuerdan lo que habia que
hacer? Habia que buscar el limite de la funcién para x tendiendo a
algln numero. Si ese limite daba infinito o menos infinito, iba a tener
asintota vertical.

Escrito en forma matematica:

X
L =5

8§ H T Q
£
1}

Condicion para que haya asintota vertical

Bueno, empiezo probando con x = 3. Aver. Tomemos primero el
limite por izquierda:

Limy,—F(x) = Limy,—® D03 = | jm  3- = (x + 1) = 4 (x-3)

El limite no me dio infinito ni menos infinito. Quiere decir que por
ahora no tengo asintota vertical en x = 3. Lo que si quiero que vean
es lo siguiente: ¢ Por qué simplifiqué el (x-3) con el (x-3) ? ¢ Puedo
hacer eso? Si Puedo hacerlo x no es igual a 3. Es decir, yo me
estoy acercando a x = 3, pero no estoy justo en x = 3. entonces si
puedo tachar los paréntesis. Aclaro esto porque si x fuera justo 3,
me quedaria la cuenta 0/0 y ahi la simplificacion no se podria hacer.

¢ Queda claro esto, che? Pregunten si no entienden, chicos. Veo
caras que... Bueno, sigo. Pruebo ahora por derecha. Tomo el

Limy_,3+f(x). Veamos:
Limy_, 3+ (x+1)(x-3) (x-3) Limy_, 3+ (x + 1) = 4

Otra vez el limite no me dio infinito. Quiere decir que la funcién no
va a tener asintota vertical en x = 3. ; Hay algun otro punto en
donde se anule el denominador ? Rta: NO. No hay ningun otro.
Entonces puedo decir que la funcién dada NO tiene asintotas
verticales.

Voy a buscar ahora las asintotas horizontales ¢ se acuerdan lo que
habia que hacer? Habia que buscar los limites para x tendiendo a «
y a «. Si alguno de esos limites daba un niumero que no fuera « o «
iba a tener asintota horizontal. Bien, empecemos. Hago tender
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primero x a + :

Lim st F(X) = LiM yppe0 X272 *3 = 4o 4

¢ Coémo hice para saber que el limite da infinito? Muy simple. Le fui
dando valores con la calculadora. Si le doy a x valores muy
grandes, la funcién toma valores muy grandes. Prueben. Agarren la
calculadora y prueben. Bueno, ahora me fijo qué pasa para x—-
LiM ypeeo F(X) = LiMy o0 X272 *3 e 4
Otra vez el limite no me dio un nimero. Significa que la funciéon NO
va a tener asintotas horizontales.

Una cosa mas quiero que vean. En la funcién f (x) =00 puedo
simplificar ()

siempre (x — 3) con (x — 3) salvo justamente para x = 3. de manera
que puedo poner a la funcién que me dan como:

F(x)= x + 1 para cualquier x salvo x =3

¢ Puedo hacer esto? Si, claro que puedo. Es decir que la F que me
dan es en realidad la ecuacion de una recta. Esto vale para todo x#
3. ¢Y en 3 qué pasa? Y bueno, en 3 la funcion NO EXISTE.

A qué voy? Voy a que traten de darse cuenta de que el grafico de
la funcién va a ser el gréfico de larectay =x + 1 salvo para el
punto x = 3 (ahi la funcién no va a existir) Es decir que la
representacion de f es:

<Y =(x+1)(x-3)(x-3)4

Aca la funcion no existe !!

3

¢Hago otro ejemplo de esto, quieren?

EJERCICIO: Hallar las asintotas verticales y horizontales (si
existen) de la

fix)= —x2 +2x+3funcién 0

Busco el dominio de la funcién. Lo de abajo se me anula para x =0
y para x = 3. esos seran posibles puntos de asintotas verticales.
Entonces:

DomF=R-{0;3}

Busco los ceros de F. El polinomio de arriba - x2 + 2x + 3 se anula en
x1=-1y xo=3. (eso lo saco de la cuadratica). Entonces:

Ceros de F={-1} (3 NO)
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Igual que antes. Aclaro que 3 NO es cero de F porque ahi se me
anulan numerador y denominador. La funcion NO EXISTE en x = 3 (
la cuenta me daria 0/0 ). Busco ahora asintotas verticales. Los
puntos posibles serdn x =0y x = 3. Empiezo con cero por la
derecha. Como ya saben, hay que ir dandole valores con la
calculadora.

(= X2+ 2X*3) im0+ f(x)= Limy_, 03y =

Limx—0+ =()() 3x() =

Limxo0+ () =03

El limite me dio — infinito. Quiere decir que F tiene asintota v ertical
en x = 0, Aclaro que de ahora en adelante voy a trabajar con la
funcion F(x)= -(x + 1)/3x Esta funcion vale para todo x# 3. Vamos al
limite tendiendo a cero por la izquierda.

O teoLimy_,—> f(x)= Lim y,—>ax

= También hay asintota vertical en x = 0 del lado izquierdo.
Probemos ahora con x = 3 por izquierda y por derecha:

() O=-4Limx—>— 3x=3x39

() O=-4Limx—3+ 3x = 3x39

Los limites NO me dieron «. La funciéon NO tiene asintota v ertical
enx =3.

Vamos a las asintotas horizontales. Tomo el limite para x—+. oy
dando valores grandes con la calculadora:

Limy—>+0f(x) = Limy—>4 () =T HAY ASINTOTA 343
Tomo ahora el limite para x tendiendo a menos infinito. Probemos
dando valores grandes negativos.

Lim

- x2+2x +3

«—>.% () == HAY ASINTOTA 3

Igual que antes. Tengo dos polinomios de igual grado, de manera que
el limite para x tendiendo a infinito o a menos infinito va a dar un

ndmero. ¢ Hay asintota horizontal? Si, hay. La asintota es Y=-1/3.
El grafico de la funcién va a dar asi:
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V()= — X2 +2x +3 3x(x -3)3

Y=-1/3 asintota — -1/3

En X=3 no existe.

Esto es todo sobre el tema asintotas.

ASINTOTAS - EJERCICIOS SACADOS DE PARCIALES

Tea Loy g

MATEMATICA PRINER PARCIAL TEMA 3 lecr Cuat. 05

APELLIDO: ” : nouRRFS: SFemoaomda .. ..., DN Lt - i
wora

- INSCKLFIO EN : EEDE:........ nTAS: %
(YTH HORAKIOU: . .\ vuvuus avta: A

oul(»m

l‘n cada ejercicio escriba los razousamientos yue justifican la recpuesta

3. sea f{x)- 57 caloular K para que 1 1 m £ix)-2. Para al valar de k

tw

encontrado, calcular tadaa las Asfntaras de [ justiflcundo con los
limites correcpondicntca.
R — e ———

La funcién que nos dan es: f(x)=(8x—-7)/(kx-4). Nos
preguntan cuanto tiene que valer k para que: lim 7 (x)= 2 . Hagamos
el truquito de dividir y_,+=

numerador y denominador por x para resolver este limite
x-78-78xx lim%im

X—+® x_4 X+, _4p .\ y

8-7 lim* =8Cuando x — += tanto 7/x como 4/x se van a cero, esto
queda asi: y_,+» k-4 k X Nos dicen que lim f (x) =2 . Entonces =
8/k = 2. Llegamos a que: y_,+

k=4

Reemplacemos este valor de k en f(x): fx=8x-7

4x-4

Calculemos las asintotas verticales y horizontales. Los candidatos a
asintotas v erticales son los puntos que no estan en el dominio. En
este caso, x = 1, porque es el valor de x donde se anula el
denominador. Entonces, calculamos el limite de la funcion en esos
puntos.

lim 7= im8 =7 = = = x = 1 es una asintota verticaly_,1 x—1-4

Las asintotas horizontales son mas faciles de calcular. Todo lo que
hay que hacer es calcular el limite de f(x) en el infinito. Si nos da un
nimero, es una A.-H.:
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lim f = m® "7 X= x> 4
Como el limite queda indeterminado debido a la division, entonces
divido por x tanto en el numerador como en el denominador.

=1lim¥ =2 = y =2 es asintota horizontal. y_,c —4 x_ 4- 4

X
Rta: = y =2 es asintota horizontal = x = 1 es una asintota vertical.
Hagamos un dibuijito:

Y =2

f(x)=8x-74x-41X=1

Calculamos el limite en el infinito. Veamos:
lim

bx =14= |imx(b -14/ x)= b 2x -3 x(2-3/ x) 2

X—>+0 X—+c0

Nos dicen que este limite vale 4. Entonces tenemos:

by ,pb=4,2,

b=8

Para calcular {1 (x) despejamos la x de la férmula de la funcion
original:

fx)=y =

8x —14 2x-3

y (2x-3)=8x —14 — 2xy —8x =3y — 14
—x (2y -8)=3y — 14

x=y-14
f

A (x) =10y g

M MATEMATICA PRIMER PARCIAL TEMA 6

— cambiamos y por X y X por i1 (x) 2y -8

APELLIDO: . NOMBRES @
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.D.N.I:
INSCRIPTO EN: SEDE: DIAS: HORARIO:.oiene
AULA:

CORRECTOR: .
En cada ejercicio escriba los

razonamientos que justifican la respuesta
3. Sean f(x)=

“X=2 'y g(x)=

3x2

-x2+4y h = g°f. Hallar las ecuaciones

de todas las asintotas de h, mediante el célculo de los
limites correspondientes.

f(x) = -x -2 g (x) = 3x2 —x%+4

Calculamos la composicién: h = g(f(x))
h(x) =

(

x

A+ NN

N
h(x) =

3x2 +12x +12-x-2)%3(

- x2 -4x

lim3%2 +12x +122 im x2 (3+12/ x +12/ x)= 3= 3 aH. — X2 ~4x X2
(-1-4/ x) -1

X0 X>hoo

A.V. Hay que ver en qué puntos la funcién tiende a infinito. Esto va
a pasar en los bordes del dominio.

Los puntos que no pertenecen al dominio son los que hacen 0 al
denominador: x =0y x = -4. Si calculamos los limites, nos dan
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infinito — son A.V.

Rta: Las asintotas sony =-3 (AH.) x=0y x =-4 (AV.) FIN
ASINTOTAS
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

FUNCION Y = SEN X

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Se definen de la siguiente manera. Supongan que me dan un
triangulo rectangulo, es decir que tiene 90°.

opuesto Triangulo rectangulo— Hip

o —Angulo de 90° Ady acente

Tomo un angulo a. Para ese angulo:

Sen a = opuesto Cos a = adyacente — funciones
trigonométricas Hip Hip

Ahora vamos a ver otra definicion: supongamos que me dan una
circunferencia de radio 1.

y < sentido

positivo 1 P
aa

x-11x

El punto P tiene coordenadas x e y. Como el radio de la
circunferencia es 1, la hipotenusa vale 1. Entonces el sen ay el cos
a quedan asi:

Sena=y/1=>sena=y

Cos a =x/1 = cos a=x

Esta segunda definicion me permite trabajar con angulos may ores
que 90°. Por ejemplo, si el angulo es de 180°, las coordenadas de P
sonx=-1,y=0.

180

-1 Mirando el dibujo veo que, como x =cosaey =sena:

Sen 180°= 0, Cos 180°= -1

Vamos a hacerlo ahora, por ejemplo, para 270°. Para 270° el punto P
queda ubicado asi:

o= 270°

P

Las coordenadas de P van a ser: x =0, y =- 1, entonces:

Sen 270°= -1, Cos 270°=0

Si hago esto para todos los puntos que estan en el primer, segundo,
tercer y cuarto cuadrante, tengo:

1° cuadrante: sen o= +, cos o= + 2° cuadrante: sena =+, cos a = -
3° cuadrante: sen a=, cos a = - 4° cuadrante: sen o= -, cos a = +

113



Esto lo puedo resumir en este cuadrito:
Cosa=-Cosa=+Sena=+Sena=+
Sena=-Sena=-Cosa=-Cos a=+

Ala circunferencia de radio 1 se la llama circunferencia
trigonométrica. Otra cosa que tienen que recordar es el teorema de
Pitagoras que dice que:

Teorema de Pitagoras:

La suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la
hipotenusa. Es decir: Hip y Hip2 =x2+ y2 a X

Como en la circunferencia trigonométrica la hipotenusa vale 1, me
queda: X2 +y2=1, Ahora, comox =cosae Y=sena,
reemplazando:

(cos c()2 + (sen a)2= 1

A esto se lo llama identidad pitagdrica o algo asi. Otra cosa: ustedes
saben que los angulos se miden también en radianes. Para calcular
un angulo en radianes hacemos lo siguiente: la longitud de la
circunferencia es 21r. Aca el radio vale 1 (r = 1), de manera que la
longitud total de la circunferencia es 2m. Entonces:

«— todo este angulo vale 21 radianes.

La equivalencia es 2 1 radianes = 360° s Qué pasa si quiero saber
cuanto vale un angulo cualquiera? Bueno, parto de la equivalencia
21 radianes igual a 360° y hago regla de tres simple. Por ejemplo, si
a=180°:

360° 21 rad 180° x(Rad.)

x(Rad.) = 180° 2m1/360° x = m Rad.
Si hago esto para varios angulos, puedo construir esta tablita:

a en grados a en radianes 0°0
30°1/6 45 ° /4 60 ° /3 90 ° /2

180 °m

270 ° 3m/2

360 ° 21

Convendria que recuerden estos valores. Los van a tener que usar
para hacer estos ejercicios. ¢Alguna pregunta sobre esto, chicos ?
Bueno. Vamos a ver ahora cdmo se grafican las funciones
trigonométricas. Es decir, cdmo se representan y qué forma tienen.
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¢ Como ? 4 La clase que viene ? Bueno, esta bien. La clase que
viene.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. REPRESENTACION.

Quiero que ahora vean esto.  Qué pasa si tengo un angulo ay le
sumo una vuelta ? (21 rad). Bueno, el angulo va a ser el mismo.
Fijense:

a+2ma

Entonces, Como el angulo es el mismo, el seno y el coseno van a
valer lo mismo. Es decir:

Sen (a + 21) = Sen a

Cos (a + 2m) = Cos a

Por esto se dice que las funciones trigonométricas son periddicas de
periodo 2 1. Quiere decir, sile sumo 2 1 (360°), van a valer lo
mismo. Algunos valores del seno y el coseno de a que se tienen que
acordar son los siguientes:

0 (0°) T1/6 (30°)T/4 (45°)T7/3 60 /2 (90°)
Sen a0 V2 V2/2V3/2 1
Cos a 1V3/22/21/20

Vamos a graficar las funciones trigonométricas. Tomo las funciones
F(x) =sen x y G(x) = cos x. Usando la tablita de recién o la
calculadora voy dando valores a x y saco los de sen x. Eso da asi:

1« Sen x
0 1/2 m 3m/2 2

-1 Fijense que la funcion se repite a partir de 2. También vean que
el dominio van a ser todos los reales, pero la imagen va a ser
siempre Im (sen x) = [-1, 1].

Vamos ahora a las funcioén Cos x. La voy graficando dandole
valores a x:

1< Cosx0m/2m3m/22m

-1

Lo que tienen que ver aca es que la funcion cos x es la funcién
seno pero corrida para alla < en /2.

Hagamos un ejercicio. Me dicen: Sabiendo que cos 11/6=3,
calcular el sen 1/6.
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Bueno, uso la identidad: (sen cx)2 + (cos a)2= 1

en este caso: (sen 11/6)2 + (cos TT/6)2 =1
Reemplazando Cos (17/6) por \3/2:

(sen T1/6)2 + (N3/2 )2 =1
= senT/6 + 3/4 = 1 = sen?n/6 = 1 -3/4 = sen?T/6 = Y
= senT/6=%1/2

Ahora, aca hay que tener cuidado ¢ Me quedo con la solucion + 6 -
?. Bueno, sé que 11/6 es un angulo que esta en el primer cuadrante,
de manera que el seno debe dar positivo. Entonces la solucion va a
ser:

Sen

i

16=

12

Vamos a volver ahora a los graficos del sen x y del cos x.
Analicemos Dominio e Imagen:

Dom f=R

Im f=[-1,1]

1« Sen x

0 /2 m 3m/2 2

-1

La funcion se repite a intervalos de 21. Por lo tanto el periodo es
21. La amplitud es la altura de la funcion. En este caso la amplitud
es 1.

FUNCION SEN X

¢ Donde tendra los ceros la funciéon seno de equis ?

Bueno, sen x =0 para x = 0,1, 2m, 31 0 también en x =1, - 2m,
etc. Entonces puedo decir que la funcion sen x tiene ceros en los
puntos:

x= K1 (k®Z) < ceros del sen x.

La funcién seno toma su valor maximo en x=1/2 o0 x=11/2 + 211 0 x=
/2 + 4, etc. Fijense que el angulo es el mismo si yo le sumo 360°
(211 rad).

«— Sen x=sen (x +21)

«—X+2m

Vamos a poner en forma genérica los lugares donde el sen x toma
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su valor maximo (que es 1).
X=m/2 + 2 kmm « lugares donde el sen x vale 1.

El nimero k pertenece a los nimeros enteros ( Z). Eso quiere decir
que k podra también ser negativo. Es decir, k =-2, -1, 0, 1, 2, etc..
¢ Cuando el sen x vale — 1 ? Bueno. Veamos. Eso pasa en x =
3m/2, 3m/2, 2m, 3m/2 , 41, etc.. También pasa lo mismo del lado
negativo. Sen x sera — 1 en:

x =3m/2 + 2k m (kDZ) —lugares donde el sen x vale -1.

Para entender bien esto tienen que hacer el grafiquito de la funcion.
Ahi se ve bien. Vamos a hacer el mismo andlisis pero para el cos x.
FUNCION COS X

¢, Como era el grafico ?. Era igual al del sen x pero empezando en 1.
(o lo que es lo mismo, era la funcién sen x pero corrida asi < en
/2 ). Dibujemos :

a=1 1 f(x) = cos x

0 2m

-1

T=2m

Mirando el grafico veo que es una funcién periédica de periodo 2 1
y amplitud 1. La funcion es simétrica respecto del eje vertical.
Busquemos los ceros de la funcion cos x. Miren el dibujo. La funcién
vale cero en /2, /2 + 1, /2 + 2. Lo mismo pasa del lado
negativo. Tendré ceros en 1/2,

-m/2 - m, /2 - 21, etc.. Entonces:

x=T1/2 + km (k©Z) «ceros del cos x. ;Cuando vale uno la
funcion? Miren la grafica y piensen. Eso pasa en x =0, x = 2, x=
411 0 también en x = -2, x= - 41, etc.. Escribiendo en forma
compacta esto: x = 2k «lugares donde cos x vale 1.

La funcion valdra -1 enmr, 3, 5m, m, -3, etc. Esto escrito en
forma compacta queda:

X= 1 + 2kt (k2Z) «lugares donde cos x vale —1. Vamos a ver un
ejercicio.

EJERc'c'oApartir de los graficos de sen x y cos x, graficar la
funcion sen ( x 1/2).

Fijense. Dibujo primero la funcién sen x. Eso ya lo sabemos hacer:
1« Sen x

0m/2m 3m/2 2w
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-1 ¢ Cémo hago para graficar sen (x- 1/2) ?. Bueno, hay que
acordarse de que si me dan el grafico de una funcién f(x), el grafico
de la funcion f(x —a) sera el mismo grafico pero todo corrido para
alld — en a. Esto mismo pasa con la funcion sen (x - T1/2). El
grafico sera el mismo pero corrido para alld — en /2. Lo dibujo:

1« f(x) =sen (x - /2)

w2 3/ 22m

-1

Grafiquemos ahora cos (x + ). El grafico sera el de la funcion cos
X pero corrido para allad — en 1. Eso da asi:

« F(x) =cos x

T2 F(x) = cos (x + )

Grafiquemos ahora f(x) = sen (-x). Ahora hay que acordarse de que
si me dan el grafico de una funcion f(x), el grafico de la funcioén f(-x)
sera el mismo grafico pero simétrico respecto del eje vertical. Es
decir, la funcion se refleja en el eje y. La representacién queda asi:

—f(X) = sen (x)

m2m

Grafiquemos f(x)= - sen x. Ahora la funcion se ve reflejada sobre el
eje x.

« f(x) = - sen (x) Aca quiero que vean una cosa. La representacion
de las funciones sen (- x) y
— sen x resulté ser la misma. Esto es importante que lo recuerden.

Sen (-x )= Sen x.

Vamos a hacer lo mismo con la funciéon coseno. Grafiquemos cos (-
X)y — COS X.

«— f(x)=-cos x
(Reflexion respecto del eje x)

«— F(x) = cos (-x) (reflexion respecto
del eje y)

Fijense que la funcién cos (-x) me dio igual que cos x. Eso también
es importante. Aprendanselo: Cos (-x) = Cos x
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Grafiquemos ahora esta otra funcion: f(x) = 2 sen x. ¢ Qué

dif erencia tengo con sen x? Bueno, lo que pasa ahora es que los
valores maximos que antes eran 1y — 1 ahora seran 2y — 2. Es
decir, ¢ qué cambié ? Cambio la amplitud. La funcién se estird. Se
alargd en sentido vertical. El grafico queda asi:

2. f(x)= 2 sen x

a=2_ ¢(X) = sen x

-2

EJEMPLO: Graficar f(x)= cos x — 3. El -3 lo que hace es bajarme la
funcioén en tres para abajo. Entonces me queda el mismo dibujito
pero bajado en tres.

m2m

« f(xy=cosx-3

-3

Es decir, cambi6 la imagen de la funcién. Im (cos x- 3) = [-2, -4].
Resumiendo todas estas posibilidades:

Sen (x + ¢c)«— cambia la posicién de los maximos y minimos. a Sen
X« cambia la amplitud y la imagen en el factor a. Sen x + b — sube
o baja la funcién en b.

Esto mismo pasa para la funcion cos x. Sen x Sen 2x

Si me dan ahora la funcién
sen (2x), el grafico me
queda asi:
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Es decir, el factor 2 dentro me comprimio toda la funcion en este
sentido — «. Lo que pasod aca es que cambio el periodo de la
funcion. La conclusion es que si tengo una funcion que es sen (bx) o
cos (bx), el periodo de estas funciones sera:

T=2
m

/b

« Periodo para las funciones de la forma sen (b x) o cos (b X)
FUNCION ARCOSENO

Es una funcion tal que uno mete el valor del seno del angulo y ella
da el angulo. Es decir:

tomo este intervalo para sen x: [2] — [-1,1] que sea
biyectiva.

Arc sen x: [-1,1] — [T/2, /2]

Por ejemplo, si me dicen que tengo un angulo tal que su seno vale —
1/2, quiere decir que ese angulo vale -30°. ; Como calculé eso ?
Rta: Bueno, preguntandoselo a la calculadora. Pongo:
-0.5INVSEN =

Piénselo asi: tomemos la circunferencia trigonométrica.

X2

-05

= 0,5 X1
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El angulo que obtuve es el valor x1 ( x4 = - 30° = - 7/6). Ahora, ojo !.
El otro angulo que marqué con xo también cumple lo pedido. Quiere
decir que las soluciones de la ecuacion sen x = 0,5 son: xq=T/6 y
X2 = 711/6 (210°)

OTRO EJEMPLO: Calcular x tal que Cos x = 2.

Bueno, aca no hay solucion. No existe angulo tal que su coseno
valga 2. El Coseno de un angulo y el seno de un angulo van siempre
entre —1 y 1. Para hacer este tipo de ejercicio siempre tienen que
dibujar la circunferencia trigonométrica y marcar los angulos que
correspondan. Me piden hallar x tal que Cos x =V 2/2 hago esto:

Xq Para xqy xp cos x=\2/2
-2
2 Xp

Las respuestas van a ser x4 =135 ° (3m/4) y xo=-135° (5 m/4).
Pregunto: ¢ Podria expresar el angulo de —135° como 225° ? Si,
claro. Es lo mismo. ¢ Qué hace la calculadora ? Ella me da un unico
valor que esta en el 1° 0 4° cuadrante. Si quiero el otro valor lo
tengo que sacar yo con el dibujito. Creo que se entiende no ?.
Bueno, vamos a ver esto otro.

REPRESENTACION DEL ARCO SENO Y ARCO COSENO

Chicos, qué era el arco seno ? Era la funcién inversa del seno ¢ si ?
Se acuerdan? Bueno, vamos a graficarla para ver qué forma tiene.
Ahora, una cosa. Esto ya se los dije pero es importante. Cuando se
habla de la inversa de una funcién, no quiere decir que haya que
hacer “ 1 sobre la funcion”.

Aver si me entienden. Si les piden graficar la funcién inversa del
seno, tienen que graficar el arco seno, NO “ 1/ sen x ” 4 estamos ?.
Es decir:

Si F(x)=sen x
F'1(x)= Arco sen x (y no 1/sen x )

Bueno, ¢ cémo hago? Claro, tengo que trazarla bisectriz del 1°
cuadrante (que es la rectay =x) ¢ y ahora ? Bien, por simetria
respecto a esta recta, voy trazando la funcion inversa. Es decir:
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m2m
“f(x= senxArco Sen x

Rectay =x (recta a 45°) Sen x
En realidad el grafico del arco seno va de — 1 a 1. En esa zona la
funcion es biyectiva.

El arco sen x va del [-1,1] — [11/2, T/2]

Para graficar el arco cos, hago lo mismo. Trazo larectay =x y
razono por simetria. Si piensan un poco van a ver que les da asi:
1 (x)= arc cos x

2

/2 « f(x)= cos x

Che, ¢ Qué pasa ? ; Por qué charlan ? ; Qué es lo que no
entienden ? Miren, tienen que estudiar y hacer los ejercicios de la
guia. Con escuchar lo que yo digo no alcanza. Vienen aca, copian y
después no hacen nada. Entonces, cual es, loco ? Tienen que ES-
TU-DI-AR 11 Y si no entienden, pregunten.

¢ Cual ejercicio? ¢ El del péndulo ? ; Qué péndulo ? Ah, si! El
ejercicio del péndulo que estaba en la guia del afio pasado. Vamos a
hacer ese, dicto:

EJERCICIO: Un péndulo oscila de acuerdo a la ecuacién S(t)=5
sen 41t ( S es la amplitud de la oscilacién ). Se pide:

a) representar la funcion S(t).
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b) Calcular S para t=10 seg y para t=0.4 seg.
c) Calcular el periodo.
d) ¢cuando la separaciéon s es maxima?

Bueno, el problema acéa es que es medio dificil de entender el
enunciado. Tienen que saber algo de fisica. Explico. Lo que pasa es
lo siguiente:

< este es el péndulo que oscila

5(-) 5(+) < esta es la amplitud de la oscilacion

El péndulo va de un lado al otro. La posicion de la pesa respecto de
la vertical es la distancia S. El problema dice que la posicién S viene
dada por la expresion:

S(t) =5sen 4 mt

Ustedes no tienen porqué saber de donde salié esa ecuacion. Ellos
dicen que viene dada por esa funcion y listo. S(la elongacién)
depende del tiempo siguiendo la funcién:

S(t)= 5 sen 41t (t en seg ; S en cm)

Eso es todo. Ahora, representamos esta ecuaciéon. Ustedes no
piensen que es un problema de péndulo. Sdlo tienen que representar
la funcién S(t) = 5 sen 41mt. Veamos. La amplitud de la funcion sera
el valor maximo que tome. Ese valor es a = 5. ;Por qué? Bueno,
porque el valor maximo que puede tomar el sen 41t es 1. (el seno
va siempre de —1 a 1 ). Habra algun valor del tiempo que haga que
el valor de sen 41t valga 1. Busquemos ese valor: se tiene que
cumplir que sen 41t = 1, si ? Entonces:

Sen 4mt =1 = 4mt = 90° Lo igualé a 90° porque sé que el seno de
90° es 1. ahora, ojo. Tengo que poner 90° en radianes. Nov enta
grados equivalen a /2 radianes, o sea:

123



=t(s= smax)= 1/8 seg

Conclusion: el péndulo alcanza la maxima separacion de la v ertical
parat = 1/8 seg. ¢ Lo ven ? En realidad habra instantes posteriores
donde la funcién vuelva a tomar su valor maximo. Ya saben que el
seno es una funcion periddica.

También podria haber calculado la separaciéon maxima pero para el
otro lado. Es decir, para allad —. Ahi el seno tendria que valer -1, es
decir, el angulo tendria que ser 270° (31/2)

¢ cémo es la pregunta ? 4 Cuanto vale ? ;, Cuanto vale qué ? Ah, la
separacion ! Bueno, en el primer caso la separacion serd de 5 cm y
en el 2do es de — 5 cm. Esas seran las amplitudes maximas de
oscilacién (que ocurriran a los 1/8 y 3/8 seg., hagan la cuenta). ¢,
Hasta acé esta bien ? ¢ Voy rapido ?

Bueno, sigamos ¢, Cuanto vale S para t= 10 seg. ? Lo Unico que
tengo que hacer es reemplazar t por 10 seg. y calcular S. Veamos.
S(10seg.)= 5 cm. Sen (4 m 10 ) « t = 10 seg.

S(10seg.)= 5 cm x Sen 40T =

S(10seg.)= 5 cm Sen 20 [2m]

=s(10 seg)=0

Significa, a los 10 segundos el péndulo estara pasando exactamente
por la vertical. El resultado es razonable. 20 por 21 significa: “la
posicion del péndulo después de 20 oscilaciones completas a partir
del momento en que sali¢”. Eso significa que debe estar en el mismo
lugar de donde salié. ¢ Y para S = 0,4 seg, qué pasa ? Bueno,
probemos:

S(04s)=5cm sen 4m 0.4 —t=04s
= S(04s)=5cmsen1.6m

= S(0.45s) =5 cm (-0.951)
=8(04s)=-475cm

Esto significa que la posicion de la pesa sera de 4.75 cm pero para
alld «. Bueno, representemos ahora la funcién. Sé que tengo un
bicho senoidal cuya amplitud es 5. También sé que S es maxima
parat =1/8y 3/8 de segundo. Entonces el asunto debe dar algo asi:
S (cm) « S(T) =5 Sen (41 T)
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51/8 3/8 t(seg) ACA

¢ Qué era lo Ultimo que preguntaba el ejercicio? Ah, el periodo.
Bueno, eso se ve en el dibujo. ¢ El periodo qué es ? Es el intervalo
a partir del cual la funcién se repite otra vez con la misma forma.

¢ Cuando pasa eso?

Miren el dibujo. Eso pasa después que la funcion corta por 2da vez
al eje t. Si piensan un poco, veran que ese tiempo es t = 4/8 seg =
1/2 seg. Por lo tanto:

T= 0,5 seg. — periodo.

No se asusten con problemas como este. Lean el enunciado, eso es
todo. ¢Qué si los tomamos? Si, a veces tomamos cosas por el
estilo.

Che, se pueden callar ? Gracias. Les voy a dictar otro tipo de
ejercicio que a veces tomamos. Anoten:

Hallar todos los x que pertenecen a [0,2

m

] tales que sen x= 7. y cos x=

32

Fijense. Aca me estan pidiendo 2 cosas. Por un lado los x tales que
se cumpla que el seno de x valga 0.5 y por otro lado los x tales que
cos x sea 0.866. Lo que hay que buscar son las soluciones de la 1°
ecuacién y las de la 298 gcyacion. La solucién comin

a ambas va a ser el resultado pedido.

Ahora, es lo mismo pedir soluciones de sen x = 0,5 que soluciones
de arc sen 0,5 ? NO, no es lo mismo por lo siguiente. Miren el dibujo:

Las soluciones

X1=T/6
X =5184e Sen x= 0,5
son DOS

En cambio la solucién de arc sen 0,5 me da /6. Es decir, una sola
solucién . ¢, entienden? Esto pasa porque para que la funcion arco
sen x sea biy ectiva tiene que ir entre -1y 1 ; Se acuerdan ?
Entonces las 2 soluciones de la ecuacion sen x = 1/2 son x4 =1/6y
x2 = 5m/6. Para cos x = V (3/2) pasa lo mismo. Hago el dibujo y
miro.
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X1= /6 X2= 11 /6
0,866

Entonces, ¢ qué soluciones coinciden ? Solamente x = /6. ;Es la
Unica solucion ? Si, es la Unica. Fijense que seno y coseno son
positivas solo en el 1er cuadrante, quiere decir que la solucion va a
estar ahi.

¢, Puedo sumarle 2 K a la solucion ?

Rta: NO, no puedo porque me dicen que trabaje entre 0 y 2.

Hagamos este: Hallar los x tales que se cumplaquesenx =1y
cos x = -1. ; Qué pasa aca ? Primero, el dibujito.

1xp Sen x =1 = xq=90° (11/2)

Cos X =- 1= xp= 180°(T)

-1

Entonces cual es la solucion ? Y bueno, no hay solucién ! ; Por qué
no hay ? Porque no hay coincidencia. X1 es 90° y xp es 180°. De
esto se tendrian que haber dado cuenta antes !! ; Por qué ? Porque

siempre se tiene que cumplir que sen?x + cos?x sea iguala1. jy
eso se cumple en este caso ? NO. Fijense que no. Tengo:

(sen x)2 + (cos x)2= (1 )2 + (- 12=21

= no hay angulo x que cumpla!

Hagamos ofro: Graficar la funcion F(x) =1 + cos x en [0, 51]
Bueno, este es facil. Ustedes conocen la grafica de cos x, ¢ si ? Da
asi:

v

n 2r

f(x)=cos x ¢ Y sile sumo 1 a la funcién como da ? Y bueno, tiene
que quedar toda la funcion subida para arriba en 1. Es decir que da
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asi:
2T 21
—f(X) =1+cos x

¢, Qué cambid? Aver. ; Cambié la amplitud ? No, la amplitud sigue
siendo 1. 4 Cambid el periodo ? No, el periodo sigue siendo 21r.

¢, Cudles son los conjuntos de positividad y negatividad?. Bueno,
busquemos primero los lugares donde la funcién se hace cero.
Miren el dibujo. Eso pasa en T, 31 y 5.

&Y los conjuntos c* y C™? Bueno, C” NO HAY. La funcién no es
negativa en ningin momento. Es toda positiva salvo en los lugares
donde vale cero. Entonces queda asi:

2—1+cosx+++
m 21

¢, Podria haber hallado los ceros analiticamente ? Si se puede.
Tendria que haber planteado la ecuacién 1 + cos x = 0, es decir, cos
x =-1. ¢ Qué resultado me da esto ? Me da lo mismo: Cp={ m, 3,
5t}

Analicemos este otro ejercicio:

Graficar F(X) =2sen (x-1/3)entre [0y 51 ]. Indicar los ceros
y los conjuntos de positividad y negatividad.

Bueno, aca hay que acordarse lo siguiente: si me dan una funcion
que tiene la forma y =a sen ( bx + c), entonces:

Amplitud = a Periodo = 21/b Corrimiento = ¢

La amplitud es 2, el periodo es 2 11/1 = 21 y el corrimiento es 60°
(m/3) asi —

2

1<y =senx

-1

2~Y=2senx

Ahora falta agregarle a este grafico un corrimiento de /3 para alla
—. Entonces:

m+ /3

++
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O+ﬂ/3-2rr+rr/3

Los conjuntos de positividad y negatividad quedan asi:
Co= ceros de f= {m/3; 41/3; 71/3}

c*={ (I3, 4m/3) U (711/3, 10T1/3)}
C={(0, ™/3) U (411/3, 71/3)

Bueno, un ultimo ejemplo. ; Qué pasa si me piden hallar los ceros y

los conjuntos de positividad y negatividad de una funcién como cos?

X — cos X ? Supongamos el intervalo [0, 3TT].
Acé hay algo que no vimos. Ustedes no saben graficar la funcién

cos?x. Entonces este ejercicio habra que resolv erlo analiticamente.
Lo que hago es esto:

Tengo f(x) = cos2x - cos x. Saco cos x factor comdn. Me queda:
F(x) = cos x (cos x — 1)

Si quiero buscar los ceros de esta funcion lo que tengo que hacer es
igualar todo a cero. Entonces:

F(x) =0 = cos x (cos x — 1) = 0 Ahora tengo 2 posibilidades:
Cosx=00(cosx-1)=0

Los x que cumplan cualquiera de las dos condiciones seran los ceros
de la funcion.

Entonces: Cos x =0 = x =m/20x =3m/20Xx =T/2 + 21
(cosx-1)=0=cos x =1

=x =00 x = 0+2m

Puedo hacer la siguiente tablita:

0, /2) -

(m/2, 3m/2) +

(3m/2, 2m) -

(2m, 51/2) -

(5m/2, 3m) +

Hagamos un grafico aproximado :

«— Coémo es la forma exacta de la funcién no lo sé, pero el grafico
se debe parecer a esto.

Antes de pasar al tema siguiente, déjenme darles la definicion de
tangente que tienen que saberla. Se define funcion tangente de un
angulo a como: tg a = y/x o también: tg a= sen a/cos a. Nosotros no
vamos a usar la tangente, pero por las dudas ténganlo. Ah ! Y
también les dejo otras definiciones que tampoco vamos a usar, pero
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tenganlas anotadas

Cosec x = 1/ sen x, sec x = 1/cos X, cotg x = 1/ tg x.

Y también recuerden esta formula: Sen? x + Cos2 x = 1

Vamos ahora a resolver unos ejercicos que fueron tomados en
parciales. En el examen el ejercicio de trigonométricas suele ser el
Gltimo ( Nro 4 )

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS - EJERCICIOS DE PARCIALES

4. Sea f(x}=Scos{2x)+1. Determinar tcdos los xe[0;2r] que verifican f(x)=-4.

Tenemos la funcion f(X) = 5 cos (2x) + 1. Nos piden calcular los x
para los que se cumple que f(X) = -

5cos (2x) +1=-45cos (2x)=-5

cos (2x) =-1 Llamemos z =2 x

Cos (2)=-1

De lo que conocemos de funciones trigonométricas esto ocurre
cuando:

z=(2k + 1) ]
2x=(2k+1)[]
2x =2k + 1) []

x = (2k + 1)[]2
Rta: f(x) =- 4 cuando x = (2k + 1)[]/2

4) Sea f(x) = 4sen(2x) - 3. Determinar todos los xe[-m;r] tales que f(x)=-1

Queremos ver cuando se cumple que f(x) = - 1. Entonces
planteamos: 4 sen (2x)-3=-1 - 4sen(2x)=-1+3=2
sen (2x)=24="15

¢ El seno de qué angulo vale 1/2'_7 Si lo hacemos con la calculadora,
nos da /6. Esto esta bien, pero hay otro resultado que no aparece
en la calculadora: 51/6. Si querés, para ay udarte podés hacer la
circunferencia trigonométrica. Entonces:

x=Ygm+ 2k Mo 2x=gm + 2k W x = Vo + kWO X = Igom +
km Probamos dandole v alores enteros a k.

-Sik=0—x =42 6 x = %421 — son soluciones validas
-Sik=1-x =341 6 x = 745w — no pertenecen a (r , )
-Sik =-1— x = 45w 6 x = - 745 — son soluciones v alidas
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Entonces, las soluciones v alidas son: 11I12rr H 5/12TT ; 11I121'r ; 7I121'r
Nos dan f(x) =2 . sen (x + /4) + 1. Tenemos que encontrar los
ceros de esta funcion. Eso no es otra cosa que los valores de x
para los que f(x) = 0. O sea hay que resolver esta ecuacion:

f(x)=2.sen(x +m/4)+1=0
=sen (x +m4)=-"

¢, Como se resuelve esto ? Bueno, esta ecuacion tiene infinitas
soluciones, porque las funciones trigonométricas como el seno son
periddicas, o sea que cada tanto se repiten. En este caso el periodo
es 21, 0 sea que si encontramos una solucién y le sumamos 21
también es solucion.

Tal vez te estas preguntando de donde saqué que el periodo es 21r.
Bueno, en general el periodo de sen (A.x + B) se calcular como
2m/A. Como en este caso A= 1 = el periodo es 2.

Ahora que sabemos cuanto es el periodo y podemos encontrar todas
las soluciones sumando 21 a las que ya tenemos. Resolvamos esto
en algun periodo que sea facil, por ejemplo entre 0y 2 pi (0 sea
entre 0y 360°).

Ahora, ¢, El seno de qué angulo vale -2 ? Hay dos: sen (71/6) =
sen (11 /6) = - Y.

O sea que
x+m4=7m/6=>x=1Mm/12x+m/4=11/6 =>x =191/ 12

Y listo, ahora con estas dos soluciones, podemos encontrar todas
sumando multiplos de 2.

x={...-13m/M12;-5mw12; 1M1 /12 ;19 m/12; 35 w/12; 43 /12 ;
.}

Pero soélo nos piden las soluciones tales que x € [0,21]. Bueno, si
nos fijamos, las Unicas dos que estan en ese intervalo son:
x=MMm/12;x=197 /12

FIN FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
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FUNCIONES EXPONENCIALES

Y

Y =eX

XFUNCIONES EXPONENCIALES

Quiero que grafiquen la siguiente funcion: f(X) = 2% Pregunto: ¢ Es
funcion ? Piensen. Aver ?, si, es funciéon. Den valores y grafiquen.
Y¥(x)=22

-11x

Grafiquemos ahora otras parecidas. Por ejemplo (1/2)*y 3%

f(x)=(1/2)* (es como/(¥)= 3x(crecemas x yorq g rey gs)rapido que 24
1

El dominio de este tipo de funciones son los reales y la imagen es R
>0, es decir Im f = (0, +~). Anoten entonces: Llamamos funciones
exponenciales a las funciones que tienen la forma:

F(x)= aX — FUNCION EXPONENCIAL

Al nimero a se lo llama base y es positivo. Lo tomamos siempre
positivo por que si tuviera que elevar a la ¥ (es decir, sacar raiz
cuadrada) NO podria hacerlo para v alores negativos de a. (por
ejemplo, — 2 NO EXISTE).

Suponemos también que a # 1 porque sino siempre me daria 1 ( 13=
1; 1%= 1; etc).

Fijense que cuando la base a es mayor que 1, la curva da asi

Es decir, sera siempre creciente.

Sia <1, lacurva da al revés, es decir, todo el tiempo es
decreciente.

Asu vez, cuanto mas grande sea a, mas rapido crecera o decrecera

la funcién. Aveces van a ver que aparece la funcién e* El nimero
e es un numero irracional vale 2,7182..... etcétera.

No es importante que se acuerden cuanto vale e con 7 decimales.
Es importante que sepan que entre 2 y 3, de manera que el grafico

de e*va a dar asi:
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f(x) = *
1
Vamos A graficar algunas funciones exponenciales, aplicando las

cosas que ya vimos. Aver. Hagamos por ejemplo f(x)= 3 + e*
f(x)=eX+3
Asintotay =3

El dominio son todos los reales y la imagen seran los reales
mayores que 3. Es decir que Im f = (3, +).

Piensen: ¢ Es biyectiva esta funciéon ? ; Es o no es ? Si, es
biy ectiva.

Grafiquemos ahorae*2. Eso queda e* e2 ¢ Qué pasa ? eZes un

nimero, de manera que es como si tuviera la funcion ke* Da asi:
Y(x)= €2

1

e x

No corta en 1 porque el nimero e2 (e'2 = 1/62) vale 0,36... Las

funciones exponenciales tienen siempre la forma a* Todas las
funciones exponenciales de este tipo cortan al eje vertical en 1. Eso

es por que a® siempre es 1. Aver esto: ; Qué les parece ?  Son

biy ectivas las funciones exponenciales ? Bueno, asi como estan,
no. Tengo que redefinir el codominio. Es decir, para poder tener la
inversa de una funcion exponencial voy a tener que tomarla deR —R
>0 FUNCION LOGARITMO

¢ La funcion exponencial qué hace ? Supongamos que tengo 2% Yo
le doy el exponente y ella me da el resultado. Lo que estoy
buscando es una funcion tal que si yo le doy el resultado, ella me de
el exponente. Esta funcion inversa se llama

LOGARITMO.

La funcién logaritmo va deR > 0 —R. Es decir, para 2*tengo lo
siguiente:

Si2=2=x=1
Si4=2=x=2
Si 1/8 = 2= x = -3.
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Entonces, mis incdgnitas son los exponentes. La funcién inversa de
2% sera logox. (se lee: logaritmo en base dos de x).
F(x) = 2 F1 (x) = logx Conf(x): R >0 — R.

Fijense que solo puedo sacar logaritmo de nimeros positivos. Eso
pasa porque el dominio de la funcién logaritmo son sélo los reales
positivos. Es decir, no puedo hacer la cuenta logs (-3). ( Por ejemplo
). Eso es razonable. ¢, A qué nimero tengo que elevar el 2 para que
me de -3 ? Claro, no existe.

Grafiquemos ahora la funcién logaritmo. Sabemos que es la inversa
de la exponencial.

¢ si?. Eso quiere decir que sera simétrica respecto de la rectay = x.
Hagamoslo.

ox<— Rectay =x

1 logo x

1

Quiero que vean que el eje vertical es una asintota de la funcion
logaritmo. Todas las funciones logaritmo en donde la base a sea
mayor que 1 van a dar asi: « representacion de la funcion loggx
con base a>1

¢, Qué pasa ahora si la base a es menor que 1 ? Bueno, va a dar al
revés. ; Como eran las exponenciales cuya base a era menor que 1
? Grafiqguemos una exponencial con a < 1y grafiquemos la funcién
inversa.

y Log 1/3x
(1/3y*1
1x

En el parcial solemos tomar 4 ejercicios. Dos de esos suelen ser
muy - muy parecidos a los de la guia. También a veces tomamos
problemas. Miren los problemas que hay en la guia.

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

Ahora quiero que vean algunas propiedades del logaritmo:

Supongamos que me piden calcular el log, ( @¥) ¢ Cuanto me va a
dar esto?
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Bueno, piénsenlo. Tengo que elevar a a la x para obtener a* Eso es
razonable, por que en realidad estoy componiendo un funcién con su

inversa. Al componer f(x) con f'1(x) siempre obtengo x. Es decir:

loga( @%) = x
También hay otra propiedad que quiero que vean:

al logax )= x

Esto sépanlo. No hace falta ver ahora la demostracién. Hay algunos
ejercicios de la guia en los que se aplica esto. Vamos a ver qué
pasa con el producto y la divisién. Sitengo dos nimeros x e y se
cumple que:

Loga(x.y)= loga(x) + logaly)
Log(x/y)= log(x) - loga(y)
Vamos a la potenciacion: Si me dan x elevado a lary tomo

logaritmo, me queda: Logy( x") = r.logax

Por ejemplo:
Loga(2.3) = Loga(2) + Loga(3) Loga(2/3) = Loga(2) — Loga(3)

Loga(2®) = 3. Loga(2)

LOGARITMO NATURAL O NEPERIANO (In)

La calculadora trabaja en base 10 o en base e. Los logaritmos en
base e se llaman logaritmos naturales o neperianos. e era ese
numero 2,7182....

¢ se acuerdan?. Vamos a ver como se cambia de base. Les voy a
dar la férmula:

log
a
X

logp x < Férmula para el logp a cambio de base

Por ejemplo. Supongamos que queremos calcular el log23 con la
calculadora. Para eso hago la cuenta:

logo 3=10g103 ¢ .58...109102

Eso quiere decir que si elevo 2 a la 1,58... voy a obtener 3. Usando
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la calculadora que trabaja con logaritmos en base 10 puedo conocer
el logaritmo en base 2 de 3. Una cosa. Cada vez que usamos
logaritmo en base 10 no ponemos la base. Es decir, no se pone log1g
2. Se pone log 2. Ya se sobreentiende que es en base 10. Cuando
use logaritmos en base e uso la abreviatura In (logaritmo natural).

Ahora quiero que vean algunos ejemplos:
EJERCICIO:Calcular los siguientes logaritmos.

1) logs( log3(1/27)).

Hago: loga( loga(1/27)) = loga(loga1 — 109327 )

Para hacer esto apliqué logaritmo de un cociente. Me queda:
=log3(0 — 3) = logz(- 3 ) = NO EXISTE !

No existe por que no existen los logaritmos de nimeros negativ os.
2) Logy( 10g33%) Loga(loga3®) = logz ( 5 loga3 )=

logz 5 = log 5/log 2 = 2,32

y4(log9)s3 2

4

(log 9 )= (22ylog 9 = 2 1og 9=, log (81)

2222=81.
Acé apliqué la propiedad que decia quea( Iogax )=x.

Ahora ¢, podria haber resuelto esto haciendo cuentas con la
calculadora ? Si, como poder podria. Pero nosotros preferimos que
lo hagan aplicando las propiedades.

4) logp1

¢ Y este como se hace ? Hay que pensar un poco. Bueno, a qué
numero tengo que elevar a 1 para que me de 1 ? Y claro, a la cero.
Cualquier numero elevado a la cero me da uno. Entonces:

logm 1=0

Vamos a hacer algunos ejercicios de funciones exponenciales y
logaritmicas EJEMPLO:
El capital depositado en un banco aumenta de acuerdo con la

siguiente funcionA(X)=P. e™

P es el capital puesto inicialmente. r es el interés anual, x es el
tiempo transcurrido y Ax) es el dinero que uno recibe después
de ese tiempo.
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a) Supongamos que me dice que deposito $ 100 al 4 % anual y
quiero saber cuanta plata después de dos afios. Entonces tengo que
hacer esta cuenta:

A( 2 afios)= 100 . e0%42= 108,32

= A(2 afios)™ $ 108,32 «dinero que uno recibe después de dos
afos.

b) Me piden qué plata inicial tendria que depositar para tener $ 100
después de 2 afios ( también suponiendo r = 4/100). Entonces:

100= P .e0%42
= 100 =P 1,08
= P =92,31 —dinero que hay que depositar inicialmente

c) Ahora piensen esto. Supongamos que me piden calcular cuanto
tiempo tiene que pasar para que el monto inicial se triplique. Aca hay
que usar logaritmos. Fijense. Planteo esto: si inicialmente deposito
un capital P, después tantos afios tendré un capital de 3 P

No hace falta trabajar con cifras como $ 100 y $ 300. Yo pongo P y
3 P. Entonces:

3P=P e 3=¢004x

¢ Qué hago ahora? ; Cémo despejo x?. Y bueno, justamente. Me
piden que calcule el exponente. ; Cémo se hace eso? Rta.: con la
funcion logaritmo. Fijense. Tomo logaritmo a ambos lados de la
igualdad:

n3=ned®X=n3=004.x.Ine=>I3=004.x1=>x=In
3/0,04

Tiempo que hay que =
X = 27,46 anos
P

depositar la plata para que el capital se triplique
FUNCIONES EXPONENCIALES - EJERCICIOS DE PARCIALES 4.

Sea f£(x) = -2 + 3. Calcular £ 1(x), Dom £ e Im £1
f(x)=-2+ e*3. Para calcular la inversa, despejamos la x

fx)=y =-2+e*3eX3=y +2 5 x-3=In(y +2)x=In(y +2)+3
— cambiamos y por X y X por i1 (x)
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1 x)=3+In(x +2)

Es una funcion logaritmica. Entonces, para calcular el dominio y la
imagen hay que tener en cuenta un par de cosas:

- Dominio: el Iogaritmo se puede aplicar solamente a nimeros
positivos:

X+2>0— X >-2 - Dominio f1(x) = (2 ; + )

- Imagen: Como toda funcion logaritmica, su imagen es todos los
reales. Imagen f1(x) =R = (-» ; +x)

4. Sea f(x)=a-4n{3x+5). Hallar cl dominio de £ y calcular £ “(x).

Tenemos la funcion f(x) = 2 — In (3x + 5). Para calcular el dominio
hay que ver

e —

para qué valores de x esta cuenta se puede hacer y para cuales no.
El problema en este caso es que no se puede calcular el logaritmo
cuando (3x + 5) < 0. Tenemos que pedir que todo esto sea positivo

(3x +5)>0 = x >-5/3.

EIDominio de f(x) es el intervalo(-5/3 ; +x)

Ahora bien, tenemos que calcular la funcion inversa de f(x) o sea,

haciendo uso de la notacion f"(x).

y =f(x) =2 —1In (3x + 5) Despejando x en funciondey:y =2-In (3

X+5)

=y-2=-In(3x+5)

=-y+2=In(3x+5)

= e{¥*2= 3 x + 5 Finamente llegamos a que:

>13[el Y2 _5]=x

Por lo tanto, T l(y)=1/3[e(¥*2 _5]

Expresando -1 en funcion de x:

flix)=13[el ™2 _5]

4.~ Sean £{x) = 7x 43 ; gix) =« ln(xi y h(xl = gefix), Hallar dominic,

cerca y conjuntos de positividad y de negatividad de la funeifn h.

Tenemos f ()= x +3y g( )= In x. Calcular g-f (x) equivale a calcular

g(f(x))-

Estoes: g(f())=g(7x +3=In(7 x + 3)=h( )

El dominio de la funcion h(x) se obtiene considerando que el

argumento del logaritmo debe ser estrictamente mayor a cero: 7x
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+3>0
=x >—3.7

Luego tenemos:
Domh

* Ahora buscamos los ceros de h(x) :

h()=In(7x+ 3)=0 = Tomo la exponencial aambos
lados porque se trata

de una funcién creciente: eN(7X+3) = &0

Entonces tenemos:

n w + x N

1
= x=_27

» Ahora vemos los intervalos de positividad:

h( )= In(7x + 3)> 0 = volviendo a tomar exponencial a ambos lados,
llegamos a

7

X

+

3

>

1

=
x>-27
* Para el conjunto de negatividad:
h

)

In

(
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—\I\w+><\IUOAVQ)+><\I

=>x<-27
Conclusion:
Domh

Ceros de h

(x)
X
2
7

Interv alo de positividad:

-, e

7
Interv alo de negatividad:

_3.2 77

FIN FUNCIONES EXPONENCIALES Y
LOGARITMICAS
MATEMATICA PARAEL CBC PARTE 1

¢, Ves algo en este libro que no esta bien explicado ? ; Encontraste
algun error ?
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¢ La notacion que usé yo no es la que usa la catedra ? Mandame un
mail y lo corrijo.

www.asimov.com.ar
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Podés bajar temas viejos de parciales y finales de
WWw.asimov.com.ar
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OTROS APUNTES ASIMOV

* EJERCICIOS RESUELTOS DE LAGUIA
Son los ejercicios de la guia resueltos y explicados.

* PARCIALES RESUELTOS

Son examenes que fueron tomados el afio pasado. Todos los
ejercicios estan explicados También hay parciales resueltos de afios
anteriores.

* FINALES RESUELTOS

Son examenes que fueron tomados el afio pasado. También hay
finales resueltos de afios anteriores. Todos los ejercicios estan
resueltos

* OTROS LIBROS DE ASIMOV:
* QUIMICAPARAEL CBC

* FISICAPARAEL CBC

* BIOFISICAPARAEL CBC

Tienen lo que se da en clase pero hablado en castellano.
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